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résumé et mots clés

Lidentité de Yule, en statistique, et la loi des cosinus, en trigonoméfrie sphérique, sont une seule et méme formule. Cette
constatation met en lumiére l'existence de liens entre filtrage adaptatif des Moindres Carrés Récursifs Rapides (MCRR) et
trigonométrie sphérique, puisque les équations du treillis normalisé en angle de Lee et al. sont trois applications particuliéres de
I'identité de Yule. De ce nouveau point de vue, les six coefficients de corrélation partielle (PARCORs) propagés par I'algorithme
de Lee et al. sont les cosinus des six éléments d’un triangle sphérique, et les récurrences de ce treillis sont une solution particuliére
& un probléme de triangle sphérique important qui admet des applications naturelles en navigation et en astronomie. L'intérét
pratique de cette nouvelle interprétation géomeétrique est que I'on peut exploiter I'outil trigonométrie sphérique pour établir des
récurrences nouvelles entre PARCORs et donc, comme cas particulier, entre quantités intervenant dans les algorithmes MCRR.
Ces relations nouvelles nous permettent de construire des alternatives a la solution originelle de Lee ef al. Nous proposons
ainsi deux algorithmes MCRR nouveaux, minimaux au sens de la théorie des systémes, dont I'un se trouve éire une version
normalisée de I'algorithme en treillis @ base de rotations de Givens.

Filtrage adaptatif MCRR, treillis normalisé en angle, identité de Yule entre PARCORS, tétraédre, trigonométrie sphérique, triangle
sphérique, algorithme en treillis a base de rotations de Givens.

abstract and key words

Yule’s PARCOR Identity, in stafistics, and the fundamental law of cosines, in spherical trigonometry, are indeed the same formula.
This observation establishes a link between Fast Recursive Least Squares FRLS adaptive filtering and spherical trigonometry, since
the fully—normalized FRLS lattice algorithm of Lee et al. consists of three parficular applications of Yule’s PARCOR Identity. In that
framework, the six PARCORs propagated by the fully—normalized FRLS lattice filter are the cosines of the six elements of a spherical
triangle, and this lattice algorithm is one solution to an important spherical triangle problem that arises naturally in navigation and
astronomy. The practical interest of this new geometric interpretation is that one can take advantage of the weli~trodden path of
spherical trigonometry to derive unnoticed recursions among PARCORs, and thus among FRLS quantities (a particular case). These
new formulas enable us fo design alternatives to the original solution of Lee et al. We thus propose two new minimal (in the system
theory sense) FRLS algorithms. One of these algorithms happens to be a normalized version of the QR-decomposition-based least
squares lattice algorithm.

FLRS adaptive filtering, fully-normalized lattice, Yule’s PARCOR identity, tetrahedron, spherical trigonometry, spherical triangle,
Fast QRD-based LS Lattice filter.

ture transverse, en treillis, et a base de décomposition QR [1].

® [ ]
1 L4 In'rOdUCtlon Le premier algorithme en treillis a été proposé en 1977 [2].
Ultérieurement, Lee et al. ont montré [3-5] que grice a une

Les algorithmes de Moindres Carrés Récursifs Rapides (MCRR) normalisation adéquate, la cellule élémentaire de ce treillis pou-

préfenétrés existent sous trois structures différentes : struc- vait se réduire 2 une récurrence entre 3 variables et 3 seule-



Trigonométrie sphérique

ment : Jes erreurs de prédiction directe et rétrograde retardée
« doublement normalisées » (ou normalisées « en angle », ou nor-
malisées «information ») vy, 4 et 0, ;—1, & U'ordre n, et le PAR-
COR pr11¢—1 & Vordre n + 1 et au temps ¢ — 1. L algorithme
réactualise le PARCOR, puis calcule les erreurs directe et rétro-
grade a'ordre n + 1 :

T
Prtlt = Uniflp 1+

(I - Vn,th;,t)l/Q Pr+1,t—1 (I - nn,mnf,tul)T/Q (la)

—1/2
Vnite = (I = pns1Pmy1) (Vnt = Pnt1,tMn,i-1)

(I - in:,t—mn,tq)mT/z (1b)

Mn41,t = (I - p£+17tpn+1,t)_1/2 (ﬁn,tq - pZ.H,tVn,t)

(I — itl/mt);T/Q (1c)

Les premieres démonstrations, algébrique [3] puis géométrique
[3-5], se sont simplifiées de fagcon spectaculaire lorsqu’il est
apparu que (1b,c) ainsi que la réécriture (1d) de (1a) :

Prt—1 = (I — Vn,tVZ,t)_l/z (Pri1,e — Vn,tnrj;,t—l)

(I - nn,t—lng,t—l)‘T/Q (1d)

¢taient en fait 3 applications particuliéres d’une identité générale
entre coefficients de corrélation partielle, démontrée grace a des
techniques d’espaces de Hilbert [6-8], et qui est due & Yule [9]
dans le cas scalaire. En outre cette approche a permis d’étendre
I’algorithme du cas « préfenétré » au cas « covariance » [10~11],
ainsi qu’au cas général des processus « de rang fini » [6] [8] [12—
13].

Dans cet article, nous montrons qu’une version réordonnée de
I'identité de Yule (IY), notée dans la suite IYR, est égale 2 la
formule fondamentale des cosinus de la trigonométrie sphérique
(TS) [14]. En outre, les 6 PARCORs de I’algorithme (1) sont
les cosinus des 6 éléments d’un triangle sphérique. Ce lien
inattendu entre filtrage adaptatif MCRR et TS (une branche
de la trigonométrie) éclaire 1’algorithme familier de Lee et al
d’un jour nouveau : les équations (1) constituent en effet une
solution particuliére a un « probléme de triangle sphérique » (PTS)
rencontré fréquemment en navigation maritime et aérienne, ainsi
qu’en astronomie, domaines qui, avec la géodésie, constituent les
applications naturelles de 1a TS.

Au dela de I’interprétation géométrique, la TS devient par ailleurs
un nouvel outil de développement des algorithmes MCRR : d’une
part, de nombreuses démonstrations de formules de TS s’ adaptent
au cadre Hilbertien, fournissant ainsi des équations nouvelles (et
potentiellement utiles) entre PARCORSs, et donc, comme cas par-
ticulier, entre quantités intervenant dans les algorithmes rapides,
D’autre part, le PTS évoqué ci—dessus admet classiquement en
TS un ensemble de solutions dont certaines se transposent bien
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au cadre du filtrage adaptatif MCRR. Nous proposons ainsi deux
alternatives & la solution originelle de Lee et al. L’une d’entre
elles est basée sur la formule des cotangentes. L’autre consiste
a utiliser deux groupes de Gauss, ¢’est-a—dire a effectuer im-
plicitement des changements de coordonnées sphériques. Cette
solution se trouve &tre une version normalisée de I’algorithme
en treillis & base de rotations de Givens proposé indépendam-
ment par Ling [15] et Proudler ez al. [16-17], qui re¢oit donc au
passage une interprétation géométrique nouvelle. Ces deux nou-
veaux algorithmes MCRR sont minimaux (au sens de la théorie
des systemes).

Larticle est organisé de la fagon suivante. La formule de bi-
orthogonalisation entre résidus de projection est rappelée au
paragraphe 2. Elle se visualise dans le plan par deux triangles
rectangles semblables dans lesquels on retrouve 1’interprétation
trigonométrique bien connue du PARCOR comme cosinus de
I’angle plan entre résidus de projection.

Dans le paragraphe 3, nous délaissons le formalisme géométrique
général pour nous concentrer sur le probléme spécifique des
algorithmes rapides transverses et en treillis. Nous rappelons tout
d’abord que ces algorithmes sont 3 applications particulidres de
la formule de bi-orthogonalisation planaire du paragraphe 2 ou
de I'lY qui en découle. Nous montrons alors que I’existence
de contraintes spécifiques (ces 3 applications particulieres sont
obtenues par permutations d’un seul et méme ensemble) fait
que la figure qui résume le micux le probléme est un ensemble,
non pas quelconque mais contraint, de 3 triangles, que I’on peut
assembler dans I’espace 3D en un tétraédre normalisé. C’est
la raison profonde qui autorise I’existence d’une interprétation
trigonométrique nouvelle, non seulement des PARCORs, mais
aussi de I'TYR qui n’en admettait pas jusqu’alors : en effet, 'TYR
ne s’écrit pas dans le plan du paragraphe 2, alors qu’elle admet
dans I'espace du paragraphe 3 une interprétation géométrique
naturelle en termes de projections & 'intérieur du tétragdre.

Or les téiracdres (et donc les spheres) sont des figures
géométriques treés particulieres : ils jouent le méme rdle fonda-
mental en géométrie dans I’espace que les triangles (et donc les
cercles) en géométrie plane [18]. De méme que la trigonométrie
consiste a établir des relations entre angles et c6tés d’un triangle
dans le plan, la TS consiste a établir des relations entre angles et
cOtés d’un tétraddre dans I’espace, et démontrer des identités pro-
Jectives dans des tétragdres revient donc a4 démontrer des relations
trigonométriques sur la sphire. Ce lien avec la TS est établi dans
le paragraphe 4, et exploité dans le paragraphe 5, puisque I’analo-
gie entre les deux formalismes se poursuit : il est possible de
décalquer les démonstrations de certaines formules de TS, ce qui
fournit de nouvelles relations algébriques entre PARCORs. Ces
formules nouvelles permettent alors I’étude, développée au para-
graphe 6, du PTS sous—jacent au treillis doublement normalisé,
ce qui nous amene a développer deux alternatives a la solution
originelle de Lee et al.



2. interprétation trigono-
méftrique classique des
PARCORs dans le plan

L’ approche géométrique des algorithmes MCRR [6-8] [10-13]
[19-23] étant la mieux appropriée pour les besoins de cet ar-
ticle, nous commengons par en rappeler bricvement les résul-
tats dont nous aurons besoin ultérieurement. Nous évoquons
alors la premiere interprétation trigonométrique (bien connue)
des PARCORs, qui découle de I’observation de la formule de
bi—orthogonalisation planaire.

Nous adoptons le point de vue familier du filtrage adaptatif
déterministe. Le cadre général (cf. par ex. [3-5]) est donc I’espace
RN des vecteurs de dimension N (fixée une fois pour toutes). Plus
généralement, il sera utile de considérer des « agrégats » X de n
vecteurs (X est donc une matrice N x nx, 1 < nx < N).Le
produit scalaire! de X et Y est défini par (X,Y) 2 XTY . Il est
bien connu que le filtrage des Moindres Carrés est intimement
relié a I'outil projection orthogonale, et donc le filtrage des
Moindres Carrés Récursifs a la « réactualisation » d’opérateurs
de projection. Soit Py (resp. P%) le projecteur sur le sous—
espace vectoriel (s.e.v.) Im(Y") engendré par les colonnes de YV
(resp. sur son complément orthogonal). Py = Y(YTY)"1 Y7 et
P =T1-Y(Y?Y)~'YT.L outil fondamental pour réactualiser
un opérateur de projection est le fait que le projecteur sur le sous—
espace augmenté Im (Y, A) est égal au projecteur sur Im(Y"), plus
le projecteur sur la partie de Im{A) qui est orthogonale a Im(Y) :
Py o= PKP#A =P+ PP¢A, et donc :

Py =Py —Ppoa=Py — PFAAT PrA) T AT Py ()

Cette formule est d’une importance capitale en filtrage adaptatif
des Moindres Carrés Récursifs et en filtrage de Kalman.

2.1. bi~orthogonalisation planaire entre
résidus de projection

A partir de (2), on montre aisément [7-8] [13] [21-22] que
le passage d’un couple de résidus de projection élémen-
taires [Py A, P B] au couple de résidus augmentés associé
[PygA Py 4 BJ est une simple transformation linéaire :

[Py A PyaBl=[PrA PyB
I —(AT P;A)"Y (AT P):B)
(3a,b)
—(BT PEB)~1(BT P A) I

1. En toute rigueur, ceci ne définit pas un « produit scalaire », puisque (X, Y")
nest pas un scalaire et que (X,Y) # (Y, X). L'emploi de cette notion est
néanmoins justifié [24, p. 31].

Trigonométrie sphérique

avec
PEpA L PFB et Py,B L PfA, (4)

ce qui est a 'origine du terme de « bi~orthogonalisation », intro-
duit par Slock [21-22]. Les équations (3) et (4) sont visualisées
par la figure 1, dans laquelle le plus petit (resp. le plus grand) des
deux triangles semblables représente 1’égalité (3a) (resp. (3b))
entre matrices N x ng4 (resp. N X np).

v
—— . — e

)
——
//
Figure 1.
2.2. résidus normalisés et PARCORs

L’obtention des relations de bi—orthogonalisation normalisées
passe, dans le cas général multivarié, par une définition du
PARCOR et donc par le choix d’une racine carrée matricielle
(ce probleme précis souléve un certain nombre de difficultés,
qui ont été rencontrées dans le probléeme voisin de la car-
actérisation de I’autocorrélation d’un processus aléatoire sta-
tionnaire multidimensionnel par une fonction d’autocorrélation
partielle matricielle [25-27]). Soit donc M'/2 une premitre
racine carrée, qualifiée de primaire (ou de directe [27]), et
choisie une fois pour toutes (de fagon a rendre les formules
uniques), de la matrice symétrique et supposée définie positive?
M MY2MYHT = M - M'/? peut étre, par exemple,
le facteur de Cholesky triangulaire inférieur (ou supérieur) de
M, sa racine carrée symétrique définie positive, ou encore la

racine introduite par Dégerine [26, p. 966]. Observons que M1/2
ne dépend que de M. Posons (M/%)T 2 MT/2 p-1/2 2

(M/2)=1 et M~T/2 EN (MT/2y=1 = (M~Y/%)T (notons que

2. Par souci de simplicité, nous ne considérons que le cas régulier. Une matrice
du type AT Py% A est inversible si et seulement si P’agrégat P)} A est de rang
(colonne) complet.
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M-T/2(M=T/%)T = M~' mais que M~7/2 n’est pas néces-
sairement égal 2 (M ~1)1/2). Le résidu normalisé est alors défini
par P A = P A(AT P A)="/2, ctona (PEA)T PEA = I,
et Py = Py A (PEA)T = Ppy 4. Le « PARCOR » (ou coef-
ficient de corrélation partielle dans le cas scalaire) py (A, B) est
le produit scalaire des 2 résidus normalisés P+ A et ﬁ :

r(4,3)2 (P74, 7B
= (A" Py A)V2(ATPEBY (BT PEB) T2 = pT(B, A)

De méme que dans [25-27], nous sommes maintenant amenés 2
définir une deuxiéme racine carrée. De (2), on obtient en effet
I’importante formule :

(BT PiB) ™ (BT PEaB)"|
. T
< |(B"P¢B) 7 (BTREAB)Y] =
= I—pY(B)A) pg(BwA)

(BT Py B)~1/2(BT P}, B)Y/? est donc une racine carrée de
(I — pv(B,A) pE (B, A)). Etant donné que cette racine carrée
apparaft dans la plupart des équations a venir, elle joue un r6le
tout particulier, aussi nous posons :
172 A _
(I = py(B, A)p¥(B, A)))/% & (BT PEB)~ V(BT P, B)1/2,
&)
ot la notation ind. (pour induite) souligne le fait que
les racines primaires (I —py(B,A)piT/(B,A))l/ % et induite
1/2
(I - pY(Ba A)ﬂ%(B7 A)) / de (I - ,OY(B, A)p;(B, A)) peu-

ind.
vent &tre différentes.Elles coincident si le choix initial A/1/2 de la
racine primaire s’est porté sur le facteur de Cholesky (inférieur ou
supérieur), ou, bien siir, dans le cas scalaire (n4 = ng = 1), qui
ne pose pas de difficulté, mais different en revanche dans le cas
de la racine symétrique définie positive (les 2 facteurs du membre

de droite de (6) ne commutent pas, en général).
La version normalisée de (3) devient alors (7) :

| Py, A P AB| = [PfA PEB|ov(4,B),

I —py(A, B
wias)=_elyp |
[(I— py (A, B)o¥ (A, B)) 2/ 0 }
0 (I o(A, B)ov(4,B))
7

ol nous adoptons les mémes conventions de notations que pour les
, L T/2 —1/2 -T/2
racines primaires : (I—ppT)m/d_, (I—ppT)ind{ et (I—ppT)md./
T
1/2 }

désignent donc respectivement [(I —ppt)hs
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-1 —1
[(I - ppT)%;_J et [(I — ppT);TCL/; } .(7) peut étre réordonné
en (8):

[PFa P{aB| = |PE,A PP

2
(I-pyv (A, B)p% (4, B))Zl/d.

pL(A, B)

_ﬁY (Av B)

(I-p7 (A, B)py (4, B))

Oy (A,B)

1/2
ind.

(3)

N

ou
Pr(AB) 2 (I - py (A, B)oL(A, B))}/” pv(A,B)

(1= (A Bov(A BN (9)

Puisque py (A, B) apparait dans de nombreuses formules au para-
graphe 5, une étude lui est consacrée dans I’annexe 1. @y (A, B)
(respectivement Oy (A, B)) est J, , , — orthogonale? (respec-
tivement orthogonale), et donc une rotation hyperbolique si
ng=npg=1.

2.3. interprétations trigonométriques
classiques (dans un triangle plan)

Dans le cas scalaire, des considérations géométriques simples,
a caractere trigonométrique, peuvent étre obtenues 2 partir de la
figure 1 (on peut les généraliser au cas multidimensionnel grice au
concept d’angles principaux entre sous—espaces [28]). py (A, B)
est le produit scalaire de 2 vecteurs de longueur 1 et peut donc
étre perqu comme le cosinus de I’angle 6 entre Pi- A et P B.
L’identité

BTP{,B = BTPEB — BT PFA(ATPEA) AT PEB

est le théoréme de Pythagore dans le triangle rectan-
gle (P¢ B, P A(AT P A)"Y (AT P{£B), P, B). (6) exprime
que, dans ce triangle rectangle, sin(f) est le quotient du c6té
opposé sur I’hypoténuse. A partir de (5) et (7) on peut montrer
de méme que (P A, PFpA) = (I- py(A,B)p,T,(A,B));/i,
c’est-a—dire cos(w/2 — §) = sin(6). Enfin,

(P}%’BA, PéAB) = —py(A,B) = ~py (A, B)

(cf. annexe 1) exprime le fait que cos(m — ) = — cos(h).

3. Cest-adire vérifie y (A, B)Jnynp ®L(A,B) = ®T(A,B)Jnynp
Dy (A, B) = Jy Anp; Jnynp désigne par ailleurs la matrice diagonale dont
les n 4 premiers (les np derniers) éléments sont égaux a 1 (a —1).



3. IYR dans le tétraédre
normalisé 3D

3.1. application aux algorithmes
rapides

Les algorithmes MCRR transverses et en treillis peuvent étre
obtenus comme cas particuliers de formules du paragraphe 2. Bien
que ces résultats soient bien connus, il nous semble important de
les évoquer ici brievement, car c’est la compréhension de ces
mécanismes qui nous mene tout naturellement & introduire le
tétracdre normalisé au paragraphe 3.2.

Commengons par les filtres transverses. Considérons par souci de
simplicité le cas {y; } monodimensionnel, préfenétré, avec facteur
d’oubli A = 1 (ces restrictions peuvent aisément &tre levées).

Soit y;—p = [0...0yo...yt—p) et 2 [0...01]7 (vecteurs de
dimension N =t + 1). Effectuons 1’identification :

Y =[y-1-. -yt—n]v A=y, B=o.

Appelons respectivement A, ; et Cy, 11 ¢ le blanchisseur direct op-
timal, et I’opposé du « gain de Kalman », normalisés, définis dans

[23]. Soit v, 11 2 o™ P+ la variable de pseudo—vraisemblance

et ek (¢) 2 Ani—1[ye . Yr—n)T Perreur de prédiction directe a
priori normalisée. On a :

— A
Py (e,0) = /Ingis Eo(t) = Vnys.

Du fait de la structure particuliere de Y, (8) s’écrit :

Ag,t : C‘Z:#—l,t
[geYol | cove = [y, Y o]
0 (Yn+1,t) 1/2
AT : AT 1—va, “Unt
An,t—l . Cvn,t—l ’ i
....................... V’n,t 1-— V72L7t

—en(t) (’7n,t~1)~1/2

Or cette transformation entre résidus de projection induit la méme
transformation entre filtres ayant produit ces résidus de projection
[13] [19] [21, pp. 52-59] : c’est une facon géométrique d’établir
les algorithmes transverses, dont nous reconnaissons ci~dessus la
passe directe normalisée. La passe rétrograde (réactualisation du
blanchisseur rétrograde) s’obtient de m&me en identifiant dans
(7) A ay,n_1 et B ao. Enfin, 'identification A = y, et
B = y;_,_1 dans (7) produit les relations récurrentes en ordre
(de type Levinson) entre blanchisseurs direct et rétrograde décalé.

Trigonométrie sphérique

Considérons maintenant les algorithmes en treillis. Rappelons tout

d’abord I'TY, qui s’obtient en exprimant, grice a (7), P+ ,C en
fonction de P+ A et P+C, P , B en fonction de Pt A et P B,

puis en en prenant le produit scalaire (P ,C, Py 4 B) [6] [13] :

py.a(C, B) = (I = py(C, A)py (A, C));4? (pv (C, B)
—py(C, A)py (A, B)) (I — py (B, A)py (A, B)), 5> (10a)

ind.
(10a) admet la version réordonnée (quelquefois appelée
«inverse ») :

py(C, B) = py (C, A)py (A, B)+(I — py(C, A)py (A,C)); /3

ind.
pv.a(CyB) (I - py(B, A)py (4, B))[/;  (10b)
Les récurrences du treillis MCRR doublement normalisé sont 3
applications particulieres de I'IY ou de I'IYR*; plus précisément,
il faut de méme identifier Y a [y;—1...¥:—,], et remplacer
(A, B, C) par les permutations suivantes de (y;,¥¢—n—1,0) [10]
[12-13} {197 :

A B C
(Ib) 1 yt-—n—1 o Y
(1c) Y g 1 ¥t-n-—
(la)-dd)| o |yr—n-1| ¥yt |

3.2. le tétraédre normalisé

Le développement du paragraphe 3.1 peut se résumer de la
fagon suivante. En remarquant que les équations entre résidus
de projection induisent les mémes équations entre les filtres qui
ont produit ces résidus, les algorithmes MCRR transverses (et
la relation récurrente en ordre de type Levinson) résultent des
3 applications particulieres de (7) ou de (8), que I’on obtient
en remplacant A et B par 2 agrégats quelconques pris parmi
(¥t,¥t—n—1,0). D autre part, les algorithmes MCRR en treillis
normalisés en angle sont les 3 applications particulieres du produit

(Pﬁ AB, Py ,C ) , développé grace a (7), obtenues en remplagant
A par un agrégat quelconque pris parmi (y;,y: ,_1,0) et BetC
par les deux autres agrégats.

Les 3 formules de bi— orthogonalisation planaires propres au
probléme MCRR s’écrivent donc dans les plans des 3 triangles
0AB, DAC et OBC formés respectivement a partir des vecteurs

0L = PFA et OB = PLB,
0= PEA et 06 = PEC,
0B = PfB et OC = PEC,

4. Les racines carrées qui apparaissent dans les équations (1) sont donc les racines
carrées induites.
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et avec I'identification (A, B, C) = (y+,Yt+—n—1, 7). Ces 3 trian-
gles partagent deux a deux une aréte et ont en commun un méme
sommet 0; ils définissent donc dans 1’espace 3D le tétraéde nor-
malisé (¢’est—a~dire 0A = 0B = 0C = 1) 0ABC de la figure 2. De
facon générale, on ne peut pas visualiser plus de 3 s.e.v. disjoints
de RN . Mais dans le cas présent, au vu de la figure 1 (ou de (7)),
les 6 résidus augmentés Py~ 4 B, Py g A, Py ,C, P A, PgpC

et P}%CB prennent place également dans ce méme tétragdre (pour
que la figure reste claire, nous n’avons indiqué que la direction de
ces vecteurs, en fait de longueur 1).

Figure 2.

Montrons maintenant que I’IYR admet une interprétation
géomérique nouvelle en termes de projections a I'intérieur de

ce tétracdre. Soit Q (resp. H) la projection orthogonale de B sur ac
(resp. 63), et P la projection orthogonale de H sur 0C. L'identité

04 = OP + P entre matrices N X ng = (N xn¢c)x (ng xng)
s’écrit (cf. annexe 2) :

Py C py(C, B)=PyC py(C, A)py (A, B) +
PFC (I—py (C, A)py (4,0));15

ind.

py.4(C, B) (I-py (B, A)py (4, B)L/?

donc cette décomposition correspond exactement a la somme
(10b), c’est-a—dire, la « longueur » 0Q de 0 estégale a py (C, B),
le membre de gauche de (10b); 0P = py (C, A) py (A, B), tandis
que le deuxieéme terme du membre de droite de (10b) est égal a PQ.
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4. connexions avec la
trigonometrie
sphérique

Le lien avec la TS provient de I’identité 0A = 0B = 0C = 1 : les
3 points A, B et C de la figure 2 sont sur la sphere de centre 0 et de
rayon 1. Ils déterminent donc non seulement le tétra¢dre 0ABC,
mais aussi le triangle sphérique ABC, constitué par définition des
3 arcs AB, AC et BC de grands cercles obtenus en intersectant les 3
plans DAB, OAC, 0BC et la sphere (cf. figure 3).

Figure 3.

Un triangle sphérique comporte 6 éléments a, b, ¢, A, B et C.
L’angle BOC est égal a la longueur de I’arc BC et est noté a.
L’angle diedre A entre les plans OAB et OAC est défini comme
I’angle plan entre 2 lignes droites orthogonales a 0A et appartenant
respectivement 3 0OAB et & 0AC. Remarquons que A est égal a
1’angle plan formé par les tangentes au triangle sphérique au point
A. Les autres éléments sont définis de fagon identique. a, b, ¢ sont
les 3 cotés, et A, B, C' les 3 angles du triangle sphérique.

Il'y a 3 degrés de liberté dans un triangle sphérique : 3 éléments
quelconques déterminent les 3 autres. Par conséquent, il ne peut
y avoir plus de 3 relations distinctes entre les 6 éléments. Pour
obtenir un tel jeu de formules (11a,b,c¢), considérons de nouveau la
preuve de 'TYR de ’annexe 2, mais en tenant compte maintenant
de la figure 3 en méme temps que de la figure 2. 0Q = cosa,
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Tableau 1. — Tableau de correspondance entre variables

oY EN 0] [0
Yo T : y{ .
. ) 0 . :
Y = vl |, Yt = , Ytmn—1 = 0 , o0 =
T
: 1 ] Yo il :
C ; B : A 0
; ; I T 1
_y?—l ytT—n~ e LYt—n—1 -
P41t < py(C,B) + cosa 1 Prtli—1 < pY,A(C, B) < cosA l
Unt < py(C,A) < cosb Unt1,t — pyp(C,A) < cosB
Mni—1 < py(B,A) < cosc M1t o pyo(B,A) < cosC
0P=0Hcosb = cosccos b, et Revisitons maintenant les équations (la,b,c) dans cette optique.
On connait deux c6tés b et ¢, plus I'angle entre eux deux
— — — = — — . y- Y1 .
(HB,0C) = (HB,0J + JC) = (HB, JC) = A (en fait par Uintermédiaire de leurs cosinus) : cosb =
— — Unt, COSC = Nps—1 €t cOS A = pny14—1, €t on veut calculer

HB x JC x cos(HB, JC) = sincsinbcos A.

Nous venons de montrer® la formule des cosinus® de 1a TS :

cosa = cosbceosc+sinbcos Asinc (11a)

cette formule générique reste vraie par permutation des variables’,
ce qui fait que ’on a aussi :

cosb = cosacosc+ sinacos Bsine

(11b)

cose = cosacosb+sinacosCsinb (11c)

Par conséquent, nous reconnaissons que la formule des cosinus
(11)estformellement égale al’IYR (10D )8, etdonc aux récurrences
du treillis (1), comme cas particulier, grace a la double identifica-
tion de variables de la table 1. De plus les 6 PARCORs dans (1),
que I’on pouvait déja interpréter comme les cosinus d’angles entre
résidus de projection (cf. paragraphe 2.3), sont aussi les cosinus
des 6 éléments d'un triangle sphérigue.

5. Cette démonstration se trouve dans [29]; c’est elle qui a inspiré notre propre
démonstration (cf. paragraphe 3.2 et annexe 2) de I'ITYR.

6. En vertu de la remarque ci~dessus, toute autre formule peut se déduire de
(11a,b,c). C’est pourquoi les équations (11) sont souvent appelées les formules
« fondamentales » de la TS.

7. C’est un trait constant des formules de TS. C’est ainsi qu’au paragraphe 5, un
ensemble de formules qui se déduisent I’une de 1’antre par simple permutation
des variables ne sera décrit que par une seule équation « générique ».

8. Le cadre de la TS est I’espace 3D usuel, et les cosinus des éléments sont des
nombres réels compris entre —1 et 1. En revanche, py (U, V) est une matrice
ny X ny, et 1’égalité n’a donc lieu en toute rigueur que dans le cas scalaire
ny = 1. Toutefois, VY, U, V, la norme spectrale ||py (U, V)2 est
inférieure ou égale a 1 [10]. L’ analogie s’étend donc au cas multidimensionnel.

ny —

COSA = Ppy1,t, COSB = vpyq s et cosC = np41, (cf. table 1).
Ce PTS (un PTS [30] consiste a déterminer 3 éléments parmi 6,
étant donné les 3 autres) semble étre particulierement importanten
pratique, puisqu’il apparait souvent, bien que dans des contextes
tres différents. Par exemple :

¢ Le probléme de base de la navigation [30] est le suivant : étant
donné un (aéro)port de départ B et un (aéro)port d’arrivée C,
quelle est la plus courte distance (c¢’est—a~dire suivant un arc de
grand cercle) de B a C, et quelle direction doit &tre suivie par
I’avion ou le bateau? On se place dans le «triangle terrestre »
ABC (A étant le pdle Nord et 1a sphere représentant la Terre), dans
lequel on est amené a résoudre le méme PTS que ci—dessus : on
connaiten effet b = 90° —Latitude(B), ¢ = 90°—Latitude(C) et A
(différence entre 1a longitude de B et celle de C), et on cherche le
3eme c6té a et (I’un des) deux autres angles B et C.

e De méme, ce PTS surgit fréquemment en astrométrie : la
conversion entre coordonnées locales et coordonnées horaires, et
vice versa [31-34]; la conversion entre coordonnées équatoriales
et coordonnées écliptiques, et vice versa [31-35]; ainsi que de
nombreux autres problemes d’astronomie [31], nécessitent eux
aussi la résolution du PTS (A, b,¢) — (a, B,C) (ou (4,b,¢) —
(a, B)).

La solution (1a,b,c) trouvée par Lee et al. n’utilise que la for-
mule des cosinus. D’abord, cosa = pp1,¢ est calculé grice a
(11a)=(1a). Puis, on extrait cos B = vy 41 s et cosC = 1,414 €n
réarrangeant respectivement (11b) en (1b) et (11c) en (1c¢).
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5. formules nouvelles
entre PARCORs induites
par la TS

La TS est apparue avec Ménélaiis d’ Alexandrie (I°" siecle apres
J.C.) et s’est constamment développée depuis lors [36-38]. Dans
I’ Antiquité, la trigonométrie n’était qu’un outil pour les besoins
de I’astronomie. Elle est devenue au Moyen Age une science
en soi (la «science des triangles ») dans le monde musulman
[39]. La TS était encore objet de recherches au XI eme giscle,
lorsque Gauss puis Riemann ont découvert que la géométrie sur la
sphere s’inscrivait dans le cadre de la géométrie Riemannienne (ou
elliptique) [40]. Par conséquent il semble tout a fait improbable
que le lien avec le filtrage adaptatif dont il est question au
paragraphe 4 apporte des développements nouveaux a ce sujet
devenu maintenant trés classique.

Au dela de Uinterprétation géométrique nouvelle du treillis dou-
blement normalisé, la TS apporte en revanche un certain nombre
de contributions en filtrage adaptatif MCRR. En effet, les livres de
TS contiennent tout un ensemble de formules et la premiére ques-
tion qui se pose naturellement est de savoir si I’analogie entre les
deux formalismes se poursuit, ¢’est-a—dire si les formules équi-
valentes entre PARCORSs sont vraies ou non. Précisons d’emblée
que les formules de TS impliquant des multiples ou des frac-
tions des éléments ne s’ adaptent pas directement. Ceci est dli a la
différence majeure entre les deux formalismes : en TS on connait
des éléments, en filtrage adaptatif MCRR on connait leurs co-
sinus. Parmi les formules qui s’adaptent bien et que nous listons
ci—dessous, 1a loi des sinus dans le cas scalaire est déja connue
(nous ne lui apportons donc qu’une interprétation géométrique).
Les autres formules en revanche sont originales.

Avantde lister ces différentes formules, il est nécessaire d’évoquer
le principe de dualité¢ de la TS. Appelons A’ le pdle (relatif
a I’équateur passant par B et C) qui se trouve dans le méme
hémisphére que A, et définissons B’ et C’ de la méme facon. Le
triangle sphérique A’B’C’ est le triangle polaire de ABC. Dans A’B’C’
les éléments a’ et A’ sont égaux respectivement & m — A et &
m — a (cf. par ex. [18, pp. 980-81]) et de méme pour les autres
éléments. Par conséquent, toute formule de TS admet une relation
duale, obtenue enremplacant (a, b, ¢, A, B, C)) respectivement par
(m—A,n—B,n—C,m—a,m—bm—c).

Entre 4 éléments quelconques il existe une et une seule relation.
Ces 15 formules sont les 3 formules des cosinus, le groupe dual des
3 formules des cosinus dans le triangle polaire, les 3 formules auto-
duales des sinus et les 6 formules auto—duales des cotangentes.
Elles admettent toutes une formule équivalente entre PARCORs.
En revanche, il y a beaucoup de relations différentes entre 5
éléments quelconques (ou entre les 6), et il semble toujours
possible d’en trouver de nouvelles. On n’essayera donc pas ici
de fournir une liste exhaustive de toutes celles qui s’écrivent
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également en termes de PARCORs. Nous n’en mentionnerons
qu’une particulierement utile, la « formule des 5 éléments ».

la fqrmule des cosinus dans
le triangle polaire

5.].

Dans le triangle polaire, la formule des cosinus s’écrit :
cos A = —cos Beos C +sin BeosasinC (12)

ce qui suggere qu’une relation similaire existe entre PAR-
CORs. De fait, dans 1’annexe 3, nous montrons d’abord

que (P%B’CA, Py 4B, Py BC) est le « tétraddre polaire »

04’B'¢ de (P}&A, Py B, PS-/LC’). Puis nous adaptons la démons-
tration de I’annexe 2 & 0A’B’C’, pour obtenir la version polaire de
I'IYR (cf. paragraphe 2.2 pour la définition de gy (A4, B)):
Pv,a(C, B) = —py,5(C, A) py,c(A, B)+
(- pY,B(Q A)PY,B(/L C))z-;/dz,
v (C,B) (I = py.c(B, Apy,c(A,B))L> (13)
Plagons nous en particulier dans le cas scalaire (ol p = p). Alors,

de méme que pY,A(07 B) = F(py(C, B)7PY C, A)7PY(A7B))
ol F(z,y,2) = (1 —y?) V2 (x —yz)(1 — 2%)71/2

_pY(Cv B) = F(_pY,A(C, B)a —pY,B(Cv A), _pY.,C(Av B))

Les éguations MCRR correspondantes fournissent le treillis nor-
malisé en angle décroissant dans le temps :

_ / 2 / 2
Prt1t-1 = —VntltTnt1,t + 4/ 1 — Vg1 1Pngrey /1 — Mgy

Unt =
—1/2 —1/2
(L—p2yio1) / (Unt1,t + st e—1Mnr1,e) (L= Togr 1) /
Tnt—1 =
—1/2 —1/2
(1 - Pi+1,t—1) / (M1t + Prt1t—1Vns1,t) (1 - V72L+1,t) /
(14)

5.2. la formule des sinus

Soit K la projection orthogonale de C sur 0AB. CK est 1'une des 4
altitudes du tétracdre 0ABC. Projetons K sur 04, ce qui donne M, et
sur 0B, ce qui donne N (cf. figure 4). CK=CMsin A = sinbsin A.
De méme, CK=CNsin B = sin a sin B. Donc

CK = sinbsin A = sinasin B (15)



Figure 4.

etily a 3 relations de ce type (obtenues en permutant les variables),
a partir desquelles on déduit la formule auto—duale des sinus :

sinA sinB sinC

sina sinb sinc¢

(16)

Adaptons maintenant la démonstration ci—dessus. Gréce a (8),
—— -— — - —— > — — — —
0C = OK + KC,0C = OM + (MK + KC) et OC = ON + (NK+

— . .
KC) s’écrivent respectivement :

PffLC = P)—}[A7 B]ﬂ%(c’ [A7 B]) + PX-/J:A,BC
(I~py(C,[4, B])pT(C, [A, BY)./2

ind.
PyC = PyApy(C, A)+

ety =T~ T/2
[PEABAT A(C. B+ PE, 5C(I—py.a(CB)OY A(C,B)), )

ind.
T/2
(I’pY(Cv A)P%C(C; A)) /

ind.
PEC = PEB AT (C B)+

51 A ST o~ T/2
[PE5APE 5(C. M)+ PE s nC( - py,5(C, )T 5(C, ),

ind.
T/2
(I-pv(C, B)PL(C, B))

ind.

D’apres (4), Pg 4 5C est orthogonal & Py[A, B], Py, B et

Py g A; et donc aussi, d’apres (7), a Py A eta Py B. En prenant

le produit scalaire de Py, 5C avec chacune des 3 expressions
b 1

de P;+C ci~dessus, nous obtenons par conséquent :

Trigonométrie sphérique

(I—py (C,[A, B))py (|4, B], )12 =

ind. —
CK
(I—pv(C, A)py (A, O (I-py,a(C, B)py.a(B,O)}a
sin b sin A
= [ -py(C, B)py (B, C));/LZ. (I—py,B(C, A)py,B(A, C))%j
sina sin B
a7

Ainsi I’égalité (15) admet une formule analogue dans le cas
général multidimensionnel (qui peut se démontrer plus sim-
plement & partir de (6), mais on perd alors 'interprétation
géométrique). La relation (16) par contre ne s’étend que dans le
cas scalaire; les formules MCRR correspondantes sont connues
[41, relation (12)] :

\/1 - Pi+1,t—1 \/I“ Z/T2L+1,t \/1 - 77%+1,t

A/ 1- P%-;—l,t \/1 - V%,t \/1 - ni,m

5.3. les formules en cotangente

Ce sont les 6 formules auto—duales obtenues par permutation des
variables dans 1’équation générique :

cosC cosa = cotb sing —sinC cot B 18)

Adaptons la démonstration de (18), donnée par exemple
dans [18, pp. 987-88], afin d’écrire 1’équivalent PARCOR.
Exprimons via (10b) py(A,C) en fonction de py(A,B),
py(B,C) et pyp(A,C). Puis remplagons dans cette ex-
pression py (A, B), toujours via (10b), par son expres-
sion en fonction de py(4,C), py(C,B) et py,c(A,B), et
pré— (post—) multiplions par (I — py (A, C)py (C, A));lld/ ? (par
(1= py(C, Bpy (B,O)) ™)

(I = py(4, Oy (C, A))ipd” py(4,C) (I = py (C, B)
py(B,O))il5 = pv.c(A, B)py (B,C) + (I — py(4,C)

py (C, ANTH? (T = py (A, BYpy (B, A5 py.s(A,C) (19)

(cf. paragraphe 2.2 pour la notation p). Utilisant la loi des sinus
(17), on obtient la formule (20) analogue a (18) :

pr.c(A, B) v (B, C)={(I = py(4,C)py (C, A2 pv (4, O}

(I = pv(C, B)py (B, C)I2 ~(I = py.c(A, B)pv.c(B, A/}

ind.

{1 = ov5(4.Chov.a(C, ) f prs(A4,C) ) (20)
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5.4. les formules des 5 éléments

Ce sont les 6 formules décrites par 1’équation générique :

cosb sinc =sinb cos A cosc + sina cos B (21a)

En ¢’inspirant de [29], la formule équivalente a (21a) s’ob-
tient en additionnant (10b), post-multipliée par py (B, A4),
a (10b), écrite pour py (C,A), puis en post-multipliant par
(I~ py (4, B)py (B, 4)) />

pv(C, A) (I~ py (4, B)py (B, )5 =

(I = pr(C. A)py (A, C))la py,a(Cs B)py (B, A)

+(I = py(C, By (B,O))}12 py.p(C, A) (222)

A partir de (13), on obtiendrait de méme la version duale de (22a) :

py,B(C, A) (I — py,c(A4, B)py,c(B,A))ﬂ/; =
~ (I = py,B(C, Apy,5(A,CON/T by (C, B)py,c(B, A)

+ (I = py,a(C, B)pv,a(B,C) 3 by (C, 4) (22b)
qui correspond & :
cos BsinC = —sin B cosa cosC' +sin A cosb  (21b)

6. alternatives a la
solution de Lee et al.

Revenons a la fin du paragraphe 4. 1l se trouve que la solution
de Lee et al. (consistant a utiliser 3 fois la seule formule des
cosinus) n’est pas une solution classique du PTS (A4,b,¢) —
(a, B,C'). En dépit de nombreuses variantes, les méthodes les
plus communément utilisées sont essentiellement de 3 types
différents : celles basées sur des formules ol interviennent des
sommes, différences et fractions d’éléments (analogies de Néper
[18] [29] [30] [34] [42] [43] ou de Gauss—Delambre [31] [35]
[42] [43]); celles qui sont basées sur la formule des cosinus pour
calculer a, et sur laformule des cotangentes pour trouver B et/ou C'
[29] [35] [42-45]; enfin, celles qui résolvent un systeme de Gauss
[31-34] [42] [43]. Ainsi que nous allons le voir, ces deux derniéres
solutions sont adaptables au probleme MCRR, et fournissent
donc deux nouveaux algorithmes. De par leur origine méme,
ces algorithmes sont trés proches de (1), puisqu’ils propagent
les m&mes variables internes, s’initialisent de la méme facon,
et réalisent la méme transformation (an’tAl, Un,ts Tnt—1) —
(Pn+1,6s Vnt1,t, Mna1,e). Dans le cas scalaire, ils sont tous deux
minimaux (au sens de la théorie des systémes), ce qui laisse bien
présager de leur stabilité numérique [46].
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Commengons par une solution basée sur la formule des cotan-
gentes. En identifiant dans (19) (4, B, C) & (¥, ¥t—n-1, 0), puis
4 (Vt—n—1,1,0), eten utilisant (A1), on obtient respectivement :

—-1/2 1/2

Vnt1,e = (I_p”+17tpz+17t)ind. (ant - (I-thy’?;;t)ind.
~1/2 1/2
p?’H‘l;t_l (I'nnvt“ln’rj;t—l)ind. 777L,t~1> (Iﬁ—n;{vtglnninl)ind.
(23a)

-1/2 1/2
Mnt1,= (]*/)Zﬂ,tpnﬂ,t)md. (nn»t~1 - (I_W,t—l ng,t‘l)ind.

T T —1/2 T 1/2
Pr+1,6—1 (I-Vn,tVn,t)md‘ Unt (I‘Vn,tVn,t)md,

(23b)

qui constituent une alternative & (1b,c), p,, 41+ étant calculé au
préalable via (la). Nous allons maintenant étudier Ia solution
basée sur la résolution d’un systéme de Gauss.

6.1. changement de coordonnées
sphériques, groupe de Gauss
et algorithme en treillis a base
de rotations

Soit C’' un point de I’espace, tel que C’'0 coupe en C la sphere
de centre 0 et de rayon 1. Posons C'0 = R. La position de
C’ peut &tre décrite par des coordonnées sphériques (R, 01, ¢1 ),
avec 0y € [—m, 7| et o1 € [-7/2,7/2], ou cartésiennes (z; =
Rcospicosth, y3 = Rcosgysindy, zz = Rsingp) (cf.
figure 5). Faisons subir & (0, 21, y1, 1) une rotation d’un angle ¢
autour de Iaxe y; . Dans le nouveau repére (0, 22, Y2 = 41, 22), C’
a pour coordonnées (z2 = R €os g cos by, 1o = R cos s sin ds,
z2 = Ksingy). L'axe 02 (resp. 0z2) coupe la sphére en A
(resp. en B). Ecrivons le changement de variables [z1,91,21]7 5
[T2,y2, 227, et donc (01,p1) = (02,p2), en fonction des
éléments du triangle sphérique ABC, grice aux correspondances :
a=7/2— 2, b=n/2—p, A=m —|01| et B = |8,|. Posons
e = 61/]01] = 62/|62]. Nous obtenons un « groupe de Gauss »
(ol nous reconnaissons les formules des 5 éléments, des sinus et
des cosinus) [32] [34] [42] [43] :

Rcos B sina cosc Osinc —R cos A sinb
eRsinbsing | = 0 1 0 c¢RsinAsind
R cosa —sinc0cosc R cosbd
(24)

Ces équations apparaissent naturellement en astronomie. En effet,
passer d’un systeme de coordonnées locales a un autre, ou des
coordonnées équatoriales aux coordonnées écliptiques (ou vice
versa), revient a effectuer un tel changement de coordonnées
sphériques (61, 1) <> (02, p2), et donc, implicitement, 2 résou-
dre le PTS dont il est question au paragraphe 4; ce qui peut étre
fait par (24), puisque dans ces applications seule la résolution
partielle (A, b, ¢) — (a, B) nous intéresse en fait.



Figure S.

Ces équations sont aussi connues en filtrage adaptatif MCRR.

Supposons que C’ représente désormais I’extrémité du « vecteur »

P{;C . D’apres (22a) et (10b), les premiére et troisieéme équations

de (24) s’écrivent en termes de PARCORs :

{ py.B(A, C) (I —py(C, B)py (B, 0))md (P#C P{;C)T/z
Py (B 3 C)

[ ﬁY(A7B)
~(I-py (B, A)py (A, B).LS

ind.

(I-py (A, B)py (B, Aand]
pY(BaA)

[MMBQUWWMWM@md

pto, pic)™”
py(A,C) }(Y?Y)
Considérons 2 partir de maintenant le cas scalaire (par souci de
simplicité). Rétablissons également la présence d’un éventuel fac-
teur d’oubli A; ceci correspond & modifier le produit scalaire
défini au début du paragraphe 2 en (u,v) = ul Av avec
A = diag{\',..., )\, 1} [13, p. 226], et Pf = T —
Y(YTAY)'YTA véiifie alors (P)(Pg) = Py et
(PHT AP = AP Soit {d;} le signal de référence du fil-
tre adaptatif (qui intervient dans les problémes d’estimation con-
jointe), et soitd;_, = [0...0dy...d; |7 € R Les identi-
fications successives (A = o, B = y;_p_1, C = y;), (A = o,
B =y, C=ytn-1)et (A =0, B =yt-n-1,C =d;_1) (cf.
table I) conduisent respectivement 4 :

{«ﬁpnﬂ,t_lm}
efz,t/\/’Yn,t—l

Mn,t—1

=\ 1=mhe1 Tt

[67{—{—1,1&/\/771-(—1,75—1]
pn+1,t\/ an,t

(25a)
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Unt 1-— Vg,t [‘\/Xpn+1’t_1\/ﬂn,t_2:| _
Y 1- V?L,t Vn,t e%,t—l/\/'Yn,t—l
l:eghl-l,t/\/'}'n—i-l,t:!

Prt1ey/Bni—1

(25b)

M, t—1 1-— nfl’t_l *\/Xﬁn,t_z
Y L- n?z,t—l Nnt—1 ent—1/v/Tnt—1

[en+1¢_1/\/7;11317} (25¢)

Tn,t—1

ol efm, efm et en ¢ sont respectivement I'erreur de prédiction
directe, ’erreur de prédiction rétrograde et I’erreur de filtrage a
posteriori, non normalisées, a I’ordre n et au temps ¢. oy, ¢ 2
(PEye PEye) (tesp. Bui1 = (Piyen-1, PEven-1)) est
I’énergie de l'erreur de prédiction directe (resp. rétrograde),
Ynt-1 = (Pfo, Pio) est la variable de pseudo-vraisemblance
(PYLdt_l, P#yt_nq) est une variable auxiliaire.
Nous reconnaissons en (25a) et (25b) les rotations de la partie
prédiction®, et en (25¢) celle de la partie filtrage, de I’algorithme
de type QR rapide en treillis [1, p. 664], trouvé indépendamment
par Ling [15] et Proudler et al. [16] [17].

Le reste de 'algorithme est constitué des équations suivantes,

V2 ,) et

el Ty —1 =

qui permettent de calculer les parametres (v, ¢, /1 —

(Mn,t—1, /1 — n2 ;1) des rotations de Givens (25) :

2
Unt = A t—1 + <e£7t/\/'\/n,t—l) )

f
n,t— A . t—
vn,t:e—"i——— v'77t1’ 1-12, = [ A%nt—1 (26)
an,t Oén,t
Brt—1 = NBn,t—2 + (€h 41/ \/Frrt— 1) _
o1 = nt 1/\/'7nt 1 1— )‘Bnt 2 (27)
\/ﬂnt 1 ﬂnt 1

Enfin, Uerreur de filtrage e 41+ (M désigne 1’ordre maximal du

filtre) est calculée & partir de ear41,1/v/Yar+1.6 et de /M1t
/Ta+1,; étant obtenu par I’équation récurrente en ordre :

VIn+1,t = \/ 1- 77721,15 vV In,t

Notons que I’algorithme présente le défaut de nécessiter une
grande capacité de stockage. En effet, il faut garder en mémoire

(28)

9. A la différence des applications astronomiques, utiliser un seul groupe de Gauss
Ab) S
il faut résoudre complétement le PTS (A,b,c) —
% (a,C).

(a, B) ne suffit pas, puisque pour résoudre le probleme de prédiction
(a, B,C). D’out I'emploi du

second groupe de Gauss (A, c) —
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a chaque instant {an,t_l}ﬁ[:_ol, {ﬁm_g}ii_ol, {ez,til/
\/’Yn,tfl}nM;ol, {pnﬁ-l,t*l\/an,t—l}y]y:_ol et {pn+i1-1

/Bri_a MY, ainsi que {70 1—2} M, pour la partie filtrage, soit
5M + (M + 1) paramétres.

6.2. un algorithme normalisé en treillis

a base de rotations

Dans de nombreuses applications de filtrage adaptatif, la quan-
tité réellement intéressante en définitive est 'erreur de filtrage
emM+1,¢5> les autres variables internes propagées par I’algorithme
utilisé ne sont alors, pour I’utilisateur, que des intermédiaires de
calcul sans intérét propre. Nous allons montrer que pour de telles
applications, la capacité de stockage de I’algorithme ci—dessus
peut étre réduite de moitié. La raison en est que les vecteurs trans-
formés par (25a) et (25b) étant intimement liés aux parameétres
des rotations qui les transforment, on peut en fait économiser le
calcul (26) et (27) de ces parameétres. La version normalisée des
systemes de Gauss (25a) et (25b) (c’est-a—dire, 1’algorithme qui
effectue la transformation de Py+C, et non plus de P+ C) s’écrit
en effet :

Mn,t—1 L=mi, s {

—y/1- ni,t_1 Mn,t—1
I:Vn—q—li v 1 p%+1)t]

Pn+1t

v, 1—12
n,t nt [ﬁankM /11— W%,t-1} _

N, t—1

[Un+1,t V1 p%%»l,t}

Pn+1,t

—Prt1-14/1 — VZ,tJ _

Un,t

(29a,b)

(30a,b)

L’ algorithme constitué de (25¢), (28), (29) et (30) (cf. table 2) ne
nécessite plus de garder en mémoire que 2M + 1 parametres pour
la partie prédiction (\/@0¢, {11 g’ €t {Pnt1,e-1 Hog')s ce
qui est le nombre minimal de variables internes propagées par
un algorithme MCRR préfenétré d’odre M [46], ainsi que les
M +1 parametres {rr,, 12}, pour la partie filtrage. Notons que
(29b) = (30b), mais que cette redondance pourrait le cas échéant
&tre mise a profit pour améliorer les propriétés numériques de
I’algorithme.

Par ailleurs, I’ algorithme de la table 2 est présenté dans sa version
symétrique (rotations de Givens alimentées par les erreurs dou-
blement normalisées rétrogrades et directes). Cependant, d”autres
implantations pratiques sont possibles. En effet, 'emploi de la
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seule rotation de Givens nourrie par les erreurs de prédiction rét-
rogrades est suffisante, car (29) et (30) peuvent aussi s’écrire :

A/ 1- 77721,7:—1

Tnt—1
2
1= Mn,t—1
2 2
“Pn+1p-14/1=vh Vi=va: | =
Unt —Pn+it—1Vnt

{le,t VI=Poiis M V1= P%H,t] (31)
E3

Prn+1,t

ol * désigne un terme qui n’a pas besoin d’étre calculé.
Ce résultat est connu de longue date [7, relation (27)], mais
ne semble pas avoir été exploité pour construire un algorithme
rapide a base de rotations. Il s’explique par la formule des 5
éléments (21a), qui s’écrit aussi bien cos B sina = [cos b, sin b]
[sinc, — cos A cosc]” que cos B sina = [cos¢,sin ¢][— cos A
sin b, cos b}T.

7. conclusion

L’identit¢ de Yule, en statistique, et la loi des cosinus, en
trigonométrie sphérique, sont une seule et méme formule. Cette
observation fournit une interprétation géométrique nouvelle du
treillis MCRR normalisé en angle, dont les récurrences sont tine
solution a un probleme de triangle sphérique fréquemment ren-
contré en navigation et en astronomie. La trigonométrie sphérique
devient par ailleurs un outil de développement utilisable en filtrage
adaptatif des Moindres Carrés. En effet, I’analogie entre les deux
formalismes se poursuit au dela de I’interprétation géométrique :
certaines démonstrations de formules de trigonométrie sphérique
se transposent au contexte Hilbertien et fournissent ainsi des
relations nouvelles entre PARCORs qui, bien que purement
algébriques, sont peu intuitives. Dans le contexte des algorithmes
MCRR, ces relations expriment la redondance du treillis nor-
malisé en angle qui est un probléme fortement contraint. Elles
nous permettent de proposer deux algorithmes MCRR nouveaux,
minimaux au sens de la théorie des systémes. Ces nouvelles rela-
tions pourraient par ailleurs contribuer & améliorer le comporte-
ment numérique d’algorithmes MCRR existants, a ’instar de ce
qui a été fait pour les algorithmes transverses, dont les techniques
de stabilisation [47] [48] sont basées sur I’existence d’équations
redondantes.
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Tableau 2. — Un algorithme en treillis normalisé 2 base de rotations

initialisation
NMn,—1 = Tn,—1 = Ppt1,—1 = 0pourn =0,...,
Yo =1, €0t =ds, Qo = Aag—1+ Y7, Vou
pourtoutt =0,1,2...

M-1,
o, —1=0 (initialisation exacte), ou g, _; = 6 > O (initialisation régularisée);
=1j0,t =y / /0o, pour tout ¢ > 0.

T0,¢

—Pntit-14/1— iz t] = [VnJrl,t\/ 1- P%H,t]

Tn,t—1

Ve =L =75,
2
"lo,t V 1 =754 [—\/—Xﬁo,t—l] _ l:el,t N ]
—/1 =15 7ot co.t
pour toutordre n =0,..., M — 1
prédiction :
Tint—1 \/l‘ni,tAl |:
L \/ nnt 1 Mn,t—1
[ 1-— 1/7% ‘
’ Ii_pnﬂ»l,t—l
—/1— 1/ Un.t

\/1_7772L,t—1} = l Tin+1,¢
(

Un.t Prt1,t

/ 2
1- Pr+1,t
calcul non nécessaire)

77n+1

filtrage :

Vnt2t =4/1 77%+17t Vin+1,t

Mnt1,t V1= 77%+1,t [
\/ 77n+1 i

Tn41.t
epM41,t = (EM+1,t /\/'YM-H t) VMLt

Uny1t = (Vn+1,t\/1 - p%+1,t) /\/1 - Piﬂ,t
(77n+1,t\/1 - P%H,t) /\/1 - P%+17t

_\/Xﬂn+1,t—1
Ent1,t /\/’Yﬂ.—&—l,t

Tn+1,t

-

8. Annexes

8.1. la matrice ;

A partir de (7), on obtient :

(PESAPEB) = (1-po"),00°

oll p (respectivement g) est une notation abrégée pour py (A, B)
(respectivement gy (A, B)). Comme

(I = pp")(=p) = (—p)T = p"p),

—1/2
(ppr—p)(I—pr)ind/_ )

pp p—p=

na:

(PYBA PYAB) (I = py(4, B)py (4, B))m/d (—pv (4, B))
1/2

(I A B)py (A4, B>)md (I—py(A,B)pg;(A,B));Ld‘
(=py (A, B)) (I - pL(A, B)oy (4, B))."2 = —py (A, B)(A.1)
Notons que

(I - ﬁY(Aa B)ﬁg(Av B)) =
1/2

(I = py (A, BT (A, B)), Ly (1= py (A, BYob (A, B)),
(A.2)
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et donc que (I—py(A,B)piT/(A,B));/; est une racine
carrée de (I —py (A, B)pL(A,B)) (mais différente de
((I = py (A, B)FL (4, B))"/*, en général).

Dans le cas scalaire (na = ng = 1), py (A4, B) = py(4, B).
Dans le cas multidimensionnel, py (A, B) et gy (A, B) sont or-
thogonalement congruentes, et possédent donc les mémes valeurs
singulieres. En effet,

1/2 1/2
p_ (I pp )znd T)

sym.>0

(I —pp

P
—1/2 1/2
X (I - ppT)sym.>0p (I P p)sym >0

;

o
—1/2 1/2
. (I_ pr)sym.>0 (I - ppT)ind.’

Q

ou M, ;y/fn o désigne 'unique racine carrée symétrique définie
positive de M. P et () sont orthogonales. Montrons de plus que
P = p (ce résultat, déja connu dans le cas ng = 1 [23, p. 334],
est général). Soit p = UXV7T une décomposition en valeurs

singulieres de p. Alors

1/2
sym.>0

)1/2

(I~ pp") gm0 =U (I = 227) ur,

o, par exemple dans le cas ng4 > np,

1/2 )
(- ZZT)sym'N) = Diayg. <\/1 —o?... \/1 - UnBaI7LA—nB>

(rappelons que la norme spectrale oy de p
ou égale a 1 [10]). De méme, (I —p’p) 1/2

sym.>0
T 1/2
2 E) sym.>0

est inférieure
= V(-
VT, etdonc p’ = p.

8.2. I'IYR en termes de projections dans

le tétraedre

Le cheminement est guidé par les considérations géométriques
simples que 1’on obtient lorsqu’on visualise le probleme dans
I’espace (cf. figure 2). Projetons la décomposition orthogonale

— — — o .
0B = OH + HB, qui s’écrit

T/2

ind.’

PgB = P Apy (A, B)+P¢ 4B (I - py (4, B)py (A, B))

sur le 3¢™€ vecteur OC du tétragdre :
Pors (PYLB) = Pos (PLApY(A B))
+ P

PLC (PYAB (I - py (A, B)py (4, B))m) (A.3)
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Cette relation vectorielle O_Q) = 0P + f’ﬁ relie 3 vecteurs
colinéaires, donc 0Q = OP + PQ (la somme est algébrique). Ceci
T

s’exprime en pré—multipliant (A3) par (P# C’)

py(C, B) = py (C, A) py (A, B)
(Pio PELB (I - pL(AB) py (4, B))T“)

ind

(A.4)

ou nous devons calcu_lgr le %éme terme du membre de droite, Pour
—
cela, écrivons OC = 0J + JC :

PEC = PEApy (A, C)+ PE,C (I — pL (A, C)py (4,0)) 12

ind.

L’introduction de cette décomposition orthogonale présente un

double intérét : (53, Iﬁ) = 0; JC et HB sont des résidus de
projection sur le méme s.e.v. In[Y, A et donc (3¢, ﬁg) est un

—

— = .
PARCOR. Par conséquent, (0J + JC, HB) s’écrit :
T DL g T
[pY(A,C’) (PY A) +
1/2 (——=\T
(-4, 4, 00))5 (FED) |

ot

Pf,B (I - py(A B)py (A, B)),
(I Py (A7 C)pY (A7 C))”/Ld Py.A (Ov B)

(I - pT(A, B) py (A, B)) "

ind.

et il nous reste a rassembler (A4) et (AS).

la formule des gosinus dans
le triangle polaire

8.3.

Montrons d’abord que (P}%B’CA,P#’QAB,P}%,A’BC) est le

« tétradédre polaire » de (P;A, P+ B, P&C). Appliquons pour

cela deux fois (3a) a P,J/j B,CA' On obtient :

1 L
Py po CTPypA

A = PygA— PypC(CTPfR0)
——— N
= {PYLA —PEB(BTPEB) T BTP¢A}
S~ S
- {P,%c — P#B(BTPEB)” BTP¢C}

(CTPERC) T CTPERA

(A.6)

Py - Aprend donc place dans le tétragdre (Pé A, P$B, Py C) .

On vérifie de plus grice 4 (A6), que (Py B, Py A) = 0. En
développant P, [Y c,pA par rapport au partitionnement [Y,C]. B
(et non plus [Y, B, C) on obtient de méme (Py-C, Py g o A) =



0. Par conséquent, I’espace I'm (P)} B CA) est inclus dans I’es-

pace Im (P#A, PLB, P)%C) visualisé par la figure 2, et est

P oA est
donc porté par ’axe vertical et son extrémité, dans la figure 3,
serait le pdle A’ associé au plan équatorial 0BC. De méme pour B’
etC'.

Adaptons maintenant la démonstration de I’annexe A.2 dans
(P}%,BCA,P,}’C’AB,PX},A’BC) ((10b) ne peut se transposer
directement par un simple changement de variables, car con-
trairement a (PéA,P#B,P&C)

orthogonal au plan horizontal Im (P# B, Pf C’)

les 3 nouveaux agrégats

(P}}’B}CA, Pie B, PﬁABC) ne sont plus des résidus de pro-
jection par rapport au méme s.e.v.). Grice 2 (8), la décomposition

vy Sy S
orthogonale 0B" = OH" + H'B’ s’écrit maintenant :

Pt CAB PEJ/:B,CA
(I - pyic(A B0} (A, B) " (~py.c(4, B))
(I-pT (A B) pyc(4,B))
+PEcB (I = pt o (4, )PY,C(A,B))Zz

(A7)
_ T
Prémultiplions (A7) par (0C)7, ¢’est—a—dire par (P)% A, BC) ,
et utilisons (A1) :
—pv,a(C, B) = (—py,(C, A)) x (—pv,c(A, B))
—_— 1/2
+ (PYA 8C, PYC (I — p%. (A, B)py,c(A, B)), )

ind.

La décomposition orthogonale 0C" = 0J" 4 J'C’, introduite pour
calculer le 2éme terme du membre de droite, s’écrit de méme :

P%A,BC = P)J;,B,CA
T/2
(I - py.p(A,C)E 5(A,C)) T2 (—py,5(A,C))
na, ~PVE
(1= pT (A, Cpy,p(A4,C)) " + PE,C

1/2

(I - py,p(A,C)py,p(A,0)),

ind.
— —
On vérifie que 07 L H'B’. En utilisant (A1) de nouveau, on
obtient :
1/2
( ABC PYCB (I PYC(A B)py,c(4, B)) ) =

in

(P—sg_o_ (I~ pT 5(A, C)pv5(4,C))"

PEoB (I = py (4, B)py,o(A4, B));/fi.)
= (I - #} 5(A, ) 5(A, )2 (~py(C, B))
(I = p%.c(A, B)py.o(4, B)) 2

ind.

En rassemblant ces résultats, on obtient (13).
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