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Résuḿe – Le filtrage particulaire (FP) et le filtrage particulaire auxiliaire (FPA) sont deux méthodes classiques de Monte Carloséquentielles
(MCS) pour estimer la densité de filtragep

n|n dans une chaı̂ne de Markov cachée. Sur un plan théorique ces algorithmes ont été analysés du
point de vue de la statistique asymptotique. Dans cet article nous proposons une analyse comparativenon asymptotique, pour un nombre fini
de particulesde deux algorithmes MCS : l’algorithme SIR optimal, et l’algorithme FPA totalement adapté (FA). Partant d’un nuage commun
deN particules, nous calculons la moyenne et la variance d’estimateurs empiriques d’un moment dep

n|n. Les deux algorithmes ont la même
moyenne, mais en cas de rééchantillonnage la variance de l’algorithme SIR est toujours supérieure à celle de l’algorithme FA. Nous soulignons
finalement le rôle du nombre de particules efficaces dans l’excès de variance.

Abstract – Particle filters (PF) and auxiliary particle filters (APF) are widely used SMC techniques for estimating the filtering pdfp
n|n in a

hidden Markov chain. These algorithms have been theoretically analysed from an asymptotical statistics perspective.In this paper we provide a
non asymptotical, finite number of samplescomparative analysis of two SMC algorithms : the Sampling Importance Resampling (SIR) PF with
optimal importance distribution, and the fully adapted APF(FA). Starting from a common set ofN particles, we compute the mean and variance
of empirical estimators of a moment ofp

n|n. Both algorithms have the same mean, but if resampling is used, the variance of the SIR algorithm
always exceeds that of the FA one. We finally outline the role of the number of efficient particles in the excess of variance.

1 Introduction

Soit Xn (resp.Yn) un processus caché (resp. observé). Soit
p(xn|y0:n) (oupn|n) la densité dexn sachanty0:n = {yi}n

i=0.
On suppose que{Xn, Yn}n∈IN est une chaı̂ne de Markov ca-
chée :p(x0:n,y0:n) = p(x0)

∏n
i=1 p(xi|xi−1)

∏n
i=0 p(yi|xi).

Le filtrage bayésien consiste à calculerp(xn|y0:n), ou au moins
une approximation de la mesurep(dxn|y0:n) de densitépn|n.
pn|n peut être calculée à partir depn−1|n−1 via

p(xn|y0:n) =
p(yn|xn)

∫

p(xn|xn−1)p(xn−1|y0:n−1)dxn−1

p(yn|y0:n−1)
(1)

Si le calcul exact de (1) est impossible on recourt à des ap-
proximations, parmi lesquelles le FP et le FPA (cf. par ex. [1]-
[3]) sont des méthodes MCS qui propagent une approxima-
tion discrètep̂(dxn|y0:n) de p(dxn|y0:n). D’un point de vue
théorique, des résultats de convergence de certains algorithmes
de FP ont été établis, voir par ex. [4]-[7] et leurs références.
Ces résultats ont récemment été étendus au FPA [8].

Tous ces résultats sont asymptotiques, c’est-à-dire qu’ils sont
vérifiés lorsque le nombre de particules tend vers l’infini. Dans
cet article nous proposons une analyse comparativenon asymp-
totiqued’un algorithme de FP : l’algorithme SIR avec densité
d’importance optimale [9], et l’algorithme FPA totalementadap-
té (FA) [2]. Notre article est organisé de la façon suivante. Une
analyse au second ordre des algorithmes SIR et FA est propos´ee
au §2. Nous en discutons les résultats au§3 (et analysons en

particulier le rôle du nombre efficace de particules dans l’excès
de variance), et nous effectuons des simulations au§4.

2 Une analyse non asymptotique des al-
gorithmes SIR et FA

2.1 Algorithmes SIR et FA

Rappelons tout d’abord brièvement les algorithmes SIR et
FA. L’algorithme SIR avec densité d’importance optimale [9]
consiste en la succession d’une étape d’échantillonnageS, une
réactualisation des poidsW et une étape (optionnelle) de ré-
échantillonnageR :

Algorithme SIR (avec densit́e optimale et
r ééchantillonnageà chaque pas).

Soit p̂(dxn−1|y0:n−1) =
∑N

i=1
1
N

δ
x
SIR,i
n−1

.

S. pour1≤ i≤N, tirer xIS,i
n ∼ p(xn|x

SIR,i
n−1 , yn);

W . Pour1≤ i≤N, calculerwi
n∝p(yn|x

SIR,i
n−1 ),

∑N
i=1w

i
n =1;

R. Pour1≤ i≤N, tirer xSIR,i
n ∼

∑N
i=1 wi

nδ
x
IS,i
n

.

Alors p̂(dxn|y0:n) =
∑N

i=1
1
N

δ
x
SIR,i
n

≃ p(dxn| y0:n).
Venons en au FPA [2] [3]. Remplaçons dans (1)p(dxn−1|y0:n−1)

par une approximation discrète
∑N

i=1
1
N

δxi
n−1

. On obtient une



approximation continueπn depn|n :

πn(xn)=

N
∑

i=1

p(yn|xi
n−1)

∑N
i=1 p(yn|xi

n−1)
p(xn|x

i
n−1, yn). (2)

Il reste à obtenir des échantillonsxi
n. S’il est impossible de

tirer selonπn on peut utiliser l’échantillonnage d’importance,
ce qui fournit la classe des algorithmes de FPA. Si en revanche
on peut tirer directement des échantillons selonπn on est dans
le castotalement adapté, selon la terminologie de [2] :

Algorithme FA

Soit p̂(dxn−1|y0:n−1) =
∑N

i=1
1
N

δ
x
FA,i
n−1

.

W . Pour1≤ i≤N, calculerwi
n∝p(yn|x

FA,i
n−1),

∑N
i=1w

i
n =1;

R. Pour1≤ i≤N, tirer x̃i
n−1∼

∑N
i=1 wi

nδ
x
FA,i
n−1

;

S. Pour1≤ i≤N, tirer xFA,i
n ∼ p(xn|x̃i

n−1, yn).

Alors p̂(dxn|y0:n) =
∑N

i=1
1
N

δ
x
FA,i
n

≃ p(dxn| y0:n).
Comme on le constate l’algorithme FA est unréordonnance-

ment de l’algorithme SIR. Dans l’algorithme SIR les étapes
successives sontS → W → R alors que la boucle de l’algo-
rithme FA est constituée des étapes successivesW → R → S.

2.2 Moments du second ordre d’estimateurs d’un
moment d’int érêt

Soit désormaisx{i}
n

def
= {xi

n}
N
i=1, αi

def
=

p(yn|xi
n−1

)
∑

N
i=1

p(yn|xi
n−1

)
,

pi(.)
def
= p(.|xi

n−1, yn), µi(f)
def
= Epi

(f(X)) etσi(f)
def
= varpi

(f(X)). Supposons que le but est de calculer un momentΘn =
Epn|n

(f(X)) (où f(.) est une fonction d’intérêt) de la vraie

densitépn|n. À n − 1 on dispose deN points x
{i}
n−1 (tirés

approximativement selonpn−1|n−1). Partant de cet ensemble
commun de points, l’algorithme FA (resp. SIR) produit un nou-
veau nuage de pointsXFA,{i}

n (resp.XIS,{i}
n etXSIR,{i}

n ) qui à
son tour permet de calculer les estimateurs suivants deΘn :

Θ̂FA
n (XFA,{i}

n ) =
1

N

N
∑

i=1

f(XFA,i
n ), (3)

Θ̂IS
n (XIS,{i}

n ) =

N
∑

i=1

αif(X IS,i
n ), (4)

Θ̂SIR
n (XSIR,{i}

n ) =
1

N

N
∑

i=1

f(XSIR,i
n ); (5)

dans le cas de l’algorithme SIR̂ΘIS
n (resp.Θ̂SIR

n ) est l’estima-
teur construit avant (resp. après) l’étape de rééchantillonnage.
Le résultat suivant compare,pour un nombre finiN de parti-
cules, la moyenne et la variance des estimateurs (3), (4) et (5).

Théorème 1 Soit Θ̂FA
n , Θ̂IS

n et Θ̂SIR
n définis en (3)-(5), et soit

πn(.) le mélange (2). Alors conditionnellementà x
{i}
n−1 et yn,

E(Θ̂FA
n ) = E(Θ̂IS

n ) = E(Θ̂SIR
n ) = Eπn

(f(X)), et

var(Θ̂FA
n ) =

1

N
varπn

(f(X)), (6)

var(Θ̂IS
n ) =

N
∑

i=1

α2
i σi(f), (7)

var(Θ̂SIR
n ) =

1

N
varπn

(f(X)) +
N−1

N

N
∑

i=1

α2
i σi(f). (8)

3 Discussion et r̂ole deNeff

Conditionnellement àx{i}
n−1 etyn, les trois estimateurŝΘFA

n ,

Θ̂IS
n et Θ̂SIR

n ont même moyenne, et nous les comparons donc
en fonction de leur variance conditionnelle.

3.1 Algorithmes SIR et FA.

En comparant (6) et (8) on voit que pour toutN , var(Θ̂SIR
n |

x
{i}
n−1, yn) > var(Θ̂FA

n | x
{i}
n−1, yn). Partant d’un ensemble com-

mun de particules, il est donc préférable d’effectuer lesétapes
(W,R,S)dans cet ordre, plutôt que d’échantillonner d’abord, de
réactualiser les poids puis de rééchantillonner.

3.2 Algorithmes SIR et IS.

Même si (8) décomposevar(Θ̂SIR
n |x

{i}
n−1, yn) comme la somme

de deux termes positifs, il ne faut pas confondre (8) avec l’´egalité
de Rao-Blackwell qui ici s’écrit (cf. par ex. [7, p. 213])

var(Θ̂SIR
n |x

{i}
n−1, yn) = var(Θ̂IS

n |x
{i}
n−1, yn) + ∆n, (9)

∆n = E((Θ̂SIR
n − Θ̂IS

n )2|x
{i}
n−1, yn),

où∆n est dû au seul rééchantillonnage. Il est donc bien connu
qu’il est préférable de calculer̂Θn à partir de l’ensemble de
points pondérés{xIS,i

n , αi}N
i=1 plutôt qu’à partir de l’ensemble

non pondéré{xSIR,i
n , 1/N}N

i=1.
Rappelons cependant qu’à l’origine cette étape de rééchantil-

lonnage multinomial a été introduite afin de limiter la dégéné-
rescence des poids, et effectivement il est pertinent d’éliminer
des particules de poids faible. Cependant si tous les poids sont à
peu près égaux, rééchantillonner fait courir le risqued’éliminer
de bonnes particules. On s’attend à ce que∆n soit d’autant plus

grand que le nombre de particules efficacesNeff
def
=(

∑N
i=1α

2
i )
−1

[10] est grand. Nous précisons maintenant cette idée; deux ar-
guments sont disponibles.

Supposons tout d’abord quẽNeff particules ont un poids
non nul et que la masse totale est distribuée uniformémentsur
ces Ñeff particules. SoitN ′ le nombre de particules après
rééchantillonnage. AlorsE(N ′) = g(Ñeff ) = Ñeff −Ñeff ×
(1 − 1

Ñeff
)N . g′ ≥ 0 etg′′ ≤ 0 doncE(N ′) s’éloigne d’autant

plus deÑeff queÑeff augmente (cf. Fig. 1).

– Si Ñeff = 1, on est certain de retirer l’unique particule,
Θ̂SIR

n et Θ̂IS
n coı̈ncident, et∆n = 0;



– g′′′(.) s’annule enÑeff = N+1
3 : tant queÑeff ≤ N+1

3
le nombre moyen de particules perdues est faible, mais
augmente de façon significative après ce point;

– SiÑeff = N , E(N ′) ≈ 2N
3 : rééchantillonner fait perdre

(en moyenne) un tiers des particules.
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FIG. 1: Taille (moyenne) du support après ŕeéchantillonnage,
en fonction deÑeff (N = 500).

Lorsque les particules sont à peu près équilibrées la restric-
tion du support après rééchantillonnage est donc sévère; on
s’attend alors à ce que la différence de variances∆n dans (9)
soit significative. Même sistricto sensu∆n n’est pas une fonc-
tion croissante deNeff , nous avons le résultat suivant :

Proposition 1 Soitγ = min
i=1···N

σi(f), Γ = max
i=1···N

σi(f), λ =

min
1≤i<j≤N

[µi(f) − µj(f)]2, Λ = max
1≤i<j≤N

[µi(f) − µj(f)]2.

Alors

(1 −
1

Neff

)(γ +
λ

2
) ≤ ∆n ≤ (1 −

1

Neff

)(Γ +
Λ

2
). (10)

∆n est borné inférieurement et supérieurement par deux fonc-
tions croissantes deNeff , donc le terme de variance induit par
l’étape de rééchantillonnage aura tendance à croı̂tresi Neff

croı̂t; en quelque sorte∆n mesure si le rééchantillonnage au-
rait dû avoir lieu ou non.

3.3 Algorithmes IS et FA.

Comparons maintenant̂ΘIS
n et Θ̂FA

n . Des résultats de sta-
tistique asymptotique [8] montrent qu’aucun de ces deux es-
timateurs n’est meilleur que l’autre dans tous les cas de figure.
Dans ce paragraphe nous essayons d’expliquer ce phénomène
en mettant en évidence les paramètres qui jouent un rôle im-

portant dans le signe de∆′
n

def
= var(Θ̂FA

n ) − var(Θ̂IS
n ). On a

∆′
n=

N
∑

i=1

αi(
1

N
−αi)σi(f)+

1

N

∑

1≤i<j≤N

αiαj(µi(f)−µj(f))
2. (11)

En général, le signe de∆′
n dépend de la fonctionf d’intérêt et

du modèle, sauf dans les deux cas extrêmes suivants :

– Si αi = 1
N
∀i, ∆′

n ≥ 0 et Θ̂IS
n est préférable. Cela n’est

pas surprenant car l’étape de rééchantillonnage de l’algo-
rithme FA élimine environ un tiers des particules, alors
que toutes les particules sont prises en compte dans l’al-
gorithme IS.

Remarque 1 ∆′
n dans ce cas estégal au deuxìeme terme

de (11), et d́ecrôıt quand les distances(µi(f)− µj(f))2

décroissent. En effet quand ces distances sont faibles ré-
échantillonner est peu dangereux, parce que les images
f(X i

n) ontà peu pr̀es toutes la m̂eme moyenne, indépen-
damment des particules̃xi

n−1 sélectionńees.

– S’il existej tel queαj = 1 et αi = 0 pouri 6= j, alors
∆′

n = 1−N
N

σj(f) ≤ 0 et Θ̂FA
n est préférable. Cela n’est

pas surprenant car dans ce casΘ̂IS
n ne tient compte que

d’une particule (̂ΘIS
n = f(Xj

n) où Xj
n ∼ pj), alors que

Θ̂FA
n = 1

N

∑N
i=1 f(X i

n) oùX i
n ∼ pj .

Considérons maintenant les cas intermédiaires où la distribu-
tion des poids n’est ni uniforme ni réduite à une seule masse
non nulle :

Proposition 2 Soitγ, Γ, λ etΛ définis en Proposition 1. On a

γ+ λ
2

N
−(Γ+

λ

2N
)

1

Neff

≤ ∆′
n ≤

Γ+ Λ
2

N
−(γ+

Λ

2N
)

1

Neff

. (12)

Corollaire 1 Si 1 ≤ Neff ≤ an = 2γ+Λ
2Γ+Λ alors Θ̂FA

n est

préf́erable à Θ̂IS
n . Si bn = 2ΓN+λ

2γ+λ
≤ Neff ≤ N alors Θ̂IS

n

est pŕef́erableà Θ̂FA
n .

Remarque 2 Les ŕesultats du Corollaire 1 sont paraḿetrés
par γ, Γ, λ, Λ andN . Commentons quelques cas spécifiques :

– Pourγ, Γ et N fixés,an → γ
ΓN si Λ → 0, et siγ ≈ Γ

an ≈ N : Θ̂FA
n est pŕef́erable m̂eme siNeff ≈ N . Λ

petit etγ ≈ Γ signifient queµi(f) et σi(f) sont quasi
constants donc ind́ependants dei. Dans ce cas ŕeéchan-
tillonner est sans risque, car quelle que soit la particule
x̃i

n−1 sélectionńeeà l’ étapei, la moyenne et la variance
def(X i

n), où X i
n ∼ pi, ne d́ependent pas dẽxi

n−1.

– Pourγ, Γ et N fixés,bn → 1 si λ → ∞ : dans ce cas
Θ̂IS

n est pŕef́erable m̂eme siNeff est petit. Rappelons que
dans l’algorithme FAX i

n ∼ pi, où x̃i
n−1 est laième par-

ticule rééchantillonńee. Puisqu’iciΓ est petit par rap-
port à λ, f(X i

n) et f(Xj
n) sont bien śepaŕes six̃i

n−1 6=

x̃j
n−1, dans un m̂eme voisinage sinon. Rééchantillonner

crée donc des amas de points (les points dans un amas
proviennent d’une particule sélectionńee plusieurs fois),
et des ŕegions vides, car sixi

n−1 estécart́ee lors du ŕe-
échantillonnage, une compensation provenant des parti-
cules qui ont́et́e rééchantillonńees est tr̀es peu probable,
et il n’y aura donc pas de point au voisinage deµi(f).

– En pratique on peut dans certains cas calculer pour quelles
valeurs deNeff Θ̂IS

n est pŕef́erableà Θ̂FA
n . Consid́erons



par exemple le cas òu γ ≈ Γ. Alors si λ = 2Γ bn =
N+1

2 ; pour ces valeurs des paramètres (qui signifient que
les pointsf(X i

n) sont bien śepaŕes), ŕeéchantillonner est
dangereux m̂eme siNeff est faible (≈ N

2 ).

4 Simulations

Soit le modèle ARCH
{

Xn+1 =
√

β0 + β1X2
n × Un

Yn = Xn + Vn
, (13)

où{Un} et{Vn} sont i.i.d, mutuellement indépendants et indé-
pendants deX0, avecX0 et Un ∼ N (0, 1), Vn ∼ N (0, R),
β0 = 9, β1 = 5 etR = 1; p(yn|xn−1) = N (0, R+β0+β1x

2
n−1)

etp(xn|xn−1, yn) = N (
β0+β1x2

n−1

β0+β1x2

n−1
+R

yn,
(β0+β1x2

n−1
)R

β0+β1x2

n−1
+R

).

Nous faisons tourner l’algorithme FA (avecN = 1000) sur
P = 400 réalisations du modèle (13); pour chacune, en toutn
nous utilisons le nuage de points commun{xi

n−1}
N
i=1 produit

par cet algorithme FA pour calculer̂ΘFA
n ,Θ̂SIR

n ou Θ̂IS
n avec

f(x) = x. Dans la Fig. 2 nous traçonsP (n)
def
= 1

P

∑P
i=1(Θ̂n−

Eπn
(f))2, Θ̂n représentant icîΘFA

n , Θ̂SIR
n ou Θ̂IS

n .
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FIG. 2: P (n), mod̀ele ARCH,β0 = 9, β1 = 5, R = 1

On vérifie (cf (8)) quePSIR(n) ≈ PFA(n) + N−1
N

×PIS(n), et
quePFA(n) − PIS(n) n’est pas de signe constant.

La figure 3 visualise le rôle deNeff . Ici β0 = 5, β1 = 3 et

R = 5, etMSE(n)
def
= 1

P

∑P
i=1(Θ̂n−Epn|n

(f))2, oùEpn|n
(f)

est calculé avec un filtre bootstrap avec5× 105 particules. Ces
e.q.m. sont normalisées par rapport à celle de l’algorithme FA
de façon à comparer le comportement des algorithmes IS et FA
en fonction deE(Neff (n)) (MSEFA(n) ≈ 2×10−3 pour tout
n). QuandE(Neff ) n’est pas proche deN Θ̂FA

n est meilleur
queΘ̂IS

n . C’est le cas àn = 2 où E(Neff ) = N
2 ; var(Θ̂IS

n )

est alors proche devar(Θ̂SIR
n ), ce qui illustre que les effets

du rééchantillonnage sont moins sévères siE(Neff ) est faible.
Θ̂IS

n semble préférable siE(Neff ) est proche deN .

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

Time

 

 

MSE
SIR

MSE
IS

MSE
FA−APF

N
eff

/N

FIG. 3: e.q.m. relative et moyenne deNeff - mod̀ele ARCH,
β0 = 5, β1 = 3, R = 5.
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