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Résumé —Le filtrage particulaire est un ensemble d’algorithmes populaires de tgmeeMCarlo pour I'estimation récursive d’états cachés dans
des modéles de Markov cachés. Le filtrage particulaire repose suéeamisme de tirage et pondération de particules, puis de rééchantikonnag
permettant de dupliquer les particules de poids élevés et d’éliminer lesubes de poids faibles. Néanmoins, ces méthodes peuvent se révéler
inefficaces dans des modéles informatifs ou de grande dimensii saphistiquées soient les techniques de rééchantillonnage utiliséass. Dan
cette communication, plutét que de se focaliser sur la seule étape daméahnage qui introduit de la dépendance entre les particules et une
diminution de la taille du support, nous revisitons les trois étapes du mécamésmaéeur ensemble et nous montrons qu’il est possible d’obtenir
des tirages conditionnellement indépendants de maniéere a garantirportsigptaille fixe. Cette méthode de tirage nécessitant un codt de calcul
supplémentaire, nous introduisons un algorithme intermédiaire entre lgdilparticulaire classique et notre technique de rééchantillonnage
indépendante.

Abstract — Particle filtering techniques, also known as sequential Monte Carlo metacgpopular algorithms for recursively estimating
the hidden states in hidden Markov models. These methods are baseserhanism of drawing and weighting particles, then resampling
them in order to duplicate particles with high weights and eliminate those with lowhtgeigiowever, this mechanism tends to be insufficient
when applied to informative or high-dimensional models whichever tsameling technique used. In this paper, rather than focusing on the
resampling step which introduces mutual dependency between the gaptictkiced and diminishes the size of the final support, we revisit all
three steps of the mechanism and show that it is possible to obtain conditiovEyendent draws so as to prevent degeneration of the final
support. Since this sampling method requires an additional computatmstaire introduce an algorithm which is a trade-off between classical
particle filtering and our independent resampling method.

1 Introduction par p(z:|yo) = SN, Wi,i, avecy ¥ wi = 1. La pro-
pagation dans le temps de cet ensemble de tirages pondérés
Considérons un ensemble de variables aléatoires cachees repose sur le mécanisme d’échantillonnage d'importanee av
= {z0, -, 7} (z; € R”) et un ensemble de variables aléa-rééchantillonnage de Rubin [2], composé de trois étapes fon
toires observeego.: = {yo. -, ¥} (y: € RY). Nous suppo- damentales. Partant dgw! ,,z: )}~ |, la premiére étape
sons que le processyéry, ;) }¢>o est une chaine de Markov consiste & étendre chaque trajectoire en réalisant degsira
cachée, c’est a dire que la densité jointegg:, yo..) s'écrit (S. = sampling) & partir d’'une loi d'importancg(z;|z{., ;)
t t dependant éventuellement gg; la deuxieme étape consiste
P(xo:s o) = plwo) [ | fo(@alwar) [] gs(wsls). (1) @ pondérer W. = weighting) chaque nouveau tirage de ma-
s=1 5=0 niere a prendre en compte I'écart entre la loi cible et la loi
Nous nous intéressons au probléme de I'estimation réeursiy importance; enfin la troisieme etape consiste a intreduire
de étape de rééchantillonnagR.(= resampling) visant a élimi-
0, = /ga(xt)p(:vt\yo;t) (2) ner les particules de poids faibles et dupliquer les pdescu
de poids élevés. L'intérét principal de cette derniére e&egt
qui intervient dans de nombreuses applications en traitemede lutter contre le phénomeéne de dégénérescence des poids
statistique du signal grace a I'utilisation des méthodddadete  dont I'échantillonnage d’importance séquentiel souféne re-
Carlo séquentielles appelées également filtrage paritiefild.  créant de la diversité pour les étapes temporelles ulr&seu
Le principe des méthodes de filtrage particulaire consiste @ne étape compléte de I'algorithme de filtrage particulauec
propager dans le temps une approximation discretédey,..)  rééchantillonnage multinomial est présentée a I'Algoni¢hl.
caractérisée par un ensembleMdéirages pondérég(w:, %)} | ;  Bien que de nombreuses améliorations aient été proposées
en d’autres termes, une approximatiorpde; |yo.;) est donnée



Algorithme 1 Filtrage Particulaire échantillonage@)tSIR’N) :
Entrées : q(z¢|zo4-1), ye, {wi_1, 28,11V, N N
10 : = ~ S 1 ,
. SIS, - SIR,
Sorties : {w{, z}., 1YV, ey — Zw@ap(x%) ete N — N Z@(xi) 3)
pour 1 <i < N faire i=1 i=1
S.7y ~ q(@e|why1); ‘ Il est bien connu que I'estimate@;™" (SIS = Sequential Im-
W. wi o wg_l% C SN wi =1, portance Sampling) est préférabl®©F™ " (SIR = Sampling
fin pour fret Importance Resampling) par Rao-Blackwellisation : candit
si Rééchantillonnagalors nellement &z}, ,}Y ,, la variance d®;">" est plus faible
pour 1 < i < N faire que celle d&;"™ [3].
R.I' ~ Pr(L = I|{z} FN ) = wl Par ailleurs, nous pouvons montrer que I'Algorithme 1 pro-
4 o1t rj=1 t . - x i N . .
Posemi, = (al. #), wi = L duit, conditionnellement ., ,};*,, un jeu de particules
fin pour 0:t Ol T TN identiquement distribuées suivapt ou
. N
sinon B o
Poser{zi} N, = {#}V . @’ (@) =Y hi(x)gi(@), )
1= 1= .
fin si = .
i
i _ 9 (= IR
(choix de la loi d'importance, Rao-Blackwellisation, teaues hi(w) = // pi(z) 4 5~ i) ll;lqt(x Jdz', ()
alternatives de rééchantillonnage), I'utilisation de éeamisme 4 (@) i gy (at) 7

reste encore inefficace pour des modeles informatifs paur leaVecp;(z) = wi_ fu(wli_1)g(y|z) etgi(x) = q(alz;_,).
quels la vraisemblance est trés concentrée (C'est-aydiggz,) ~SUPPOSONs maintenant qu'il soit possible d'obtenir degés
est trés petite pour la plupart des valeurscge indépendants suivant la loi conting¢’ (z). Cela signifierait

Commengons par expliciter briévement I'idée du rééchandue la loi marginale de chaque particule resterait inchapgé
tillonnage multinomial classique (étape de I'Algorithme 1). ~ rapport au rééchantillonnage classique mais que le support
Cette étape consiste & tirer, avec remigegoints parmi lesv ~ nal ne serait pas dégénére. Par ?IS”I%UJFVS, COPSId]%fOWﬂ?_BSt
particules obtenues a I'étaj® En d’autres termes, le méca- teur issu de tirages mdepend_aﬁ?tb U= N i )
nisme de Rubin produit conditionnellement aux trajecoite ~ (I-SIR = Independent Sampling 'Tpgr}\?”ﬁ:gﬁeﬁamﬂl[‘g%{- Non
linstantt — 1, {z,,_,}Y,, un jeu de particulesépendantes Montre alors que les trois estlrpate@r%‘ L ete, T
z} identiquement distribuées suivant une loi de dengltér). ~ Ontla méme espérance conditionnelle mais que
Un moyen d’introduire une diversité plus grande consigttéra  var(©;"™ N [{z,,_}N,) = var(©] SN {zf, N )
introduire dans chacune de ces étapes de rééchantillonnage N — ~ ,
; . : : o : OSSNy AN . 6
étape de tirage partielle, de fagon & modifier progressiuaelae + N var(©; {26:4—1tiz1); (6)
support Qe depz_irt utilisé pour I et?vﬁﬁ sans pour a_utant c_han- I’estimateur(:)i’SIR’N est donc préférable a I’estimateé)fIR’N.
ger la loi conditionnelle g, },—, de chaque tirage final; | "o o oicon entre Iestimate@! 5™ et Iestimateur
le degré de diversité introduit serait alors fonction du boen  ~g;5 p , Lo _

©; 7" n'est pas abordée dans cette article pour des raisons de

de retirages supplémentaires. | N . d d | :
Dans cette contribution, nous rappelons qu’un jeu de pointd a¢€- NOUS Precisons cepen ant que dans le cas statiqeie (un

tirés indépendamment suivant la Y () assure que les par- S€ule itération du mécanisme de Rubin), la variance asympto
i , ; g : tique de I'estimateud! 5™ estindépendante de la loi d'im-
icules finales (apreR.) sont toutes différentes, contrairement o o o ~QIS N
au mécanisme actuel, puis nous proposons une méthode deRfrtancey utilisée, contrairement a I,est|mate‘8f R
rage pour obtenir des points indépendants tirés suig4at). . Il rest'e a o_btenlr des tlrage§ indépendants et |dent!qu’emen
Cette méthode de tirage reposant sur le tirage intermédiair distribués suivang;” (z) ; 'Algorithme 2 permet d'obtenir ces
N? particules, nous proposons une solution intermédiaire agY tirages et est base Sﬂfz tirages intermediaires permettant
pelée rééchantillonnage semi-indépendant qui introduptar de contourner la difficulté de tirer @rectemept suw@{ﬁ(m). .
rametrek variant entre) (auquel cas notre algorithme coincide  NOtons enfin que dans ce cas, il est possible de voir les trois
avec le filtrage particulaire classique) &t (auquel cas notre €tapes (S., W, R.) comme une unique €tape de tirage i.i-d. su
algorithme coincide avec le rééchantillonnage indépehdan  vVant g (x) qui peut également étre vu comme un melange
diimportancei (x) = S, [ hi(w)gi(x) x FHAL. Des

z 7z . . < S by (x)ai ()
2 Reechantlllonnage mdependant et lors, en nous placant dans le contexte du fiItraSe partieulai
semi—indépendant auxiliaire [4, 5], il est possible de repondérer les tlra@g?iuvi]v _

{2i} | etnous obtenons alors un nouvel estimatr
N (i - ;
2.1 Rééchantillonnage indépendant 2.i= wie(y) (FSIR-w = I-SIR weighted), avec

i wﬁflft(xﬂxi,;)gt(yﬂxi) Z i

L'algorithme 1 permet de déduire deux estimateurscde wy X o (o w; = 1.
en (2), un avant rééchantillonage’{>"") et l'autre aprés ré- ¢ (@t)a; () -1



Algorithme 2 Filtrage particulaire avec rééchantillonnage in-Algorithme 3 Etape de rééchantillonnage semi-indépendant
dépendant

Entrées : q(z¢|To.-1), vt {w%_l,xézt_l}fvzl, k et

Entrées : q(z¢|zo4-1), ye, {wi_1, 281 1Y, {wi, i}V | le résultat des étapes S. et W. d'un filtre par-
Sorties : {w}, Ié;t}_ﬁil ticulgire classique
pour 1 <4 < N faire Sorties : {w!, x} N,
pour1 <j <N faire pour 1 < i < N faire v
S.a" ~ q(ay]w,_y); R.I" ~ Pr(L = I[{z},_,, 53“?:1) =wj; x) = iﬂé%-
i, “’zﬁ1ft(i‘i’j|w171)9t(yt\i':’j) N ij 1. . . . .
W. w;” o 2E ) ,ijlwt =1; Retirage et pondération :
fin pour C si (i < N) alors
R. 1' ~ Pr(L = Il{ah, .30 10, = wf' pour 1 < j < k faire

X i i : m? ~Pr(M =nln € 1:N\{mti—11) = L.
Poserf,, = (wh,_1, 3" ), wi = %. ( | \ D= w=

fin pour Remplacerr;” ~ q(z¢|aj™);
o = Fe(@ |agty_)ge(welay)
. . - R - a(@p! |y '
Bien quehl(x) ne soit pas calculable, cette quantité peut étre fin pour Lo
approchée a partir de? tirages générés dans I'Algorithme 2 wiN o o, Z{Vﬂ wl =1;
par I'estimateur Monte Carlo suivant : fin si =
: fin pour
N pt(w) .
A 1 (2 PoserzliV — (mll'N gV, N = 1
Wir) = — 9 . 7 0:t 0:t—1: L ) Wy N
o) =5 2o w0

=t qi(r; T2 o) R
Lestimateur®; "% = LSV (1) (SR = semi-resampling)
2.2 Rééchantillonnage semi-indépendant déduit de I'Algorithme 3 vérifie les propriétés suivantes g
N sont pas démontrées pour des raisons d’espace (les eggranc
Repartons de I'équation (6) dans laquelle le termé© et variances sont conditionnelles au jeu de points pré¢gden

[{z6.1—1}iL,) coincide avec le terme de covariaroe (p(z}), ke {1...N}:

SIS,N
t

o(z]){zb.,—1}X.,). Dés lors que les tirages finaux sont in- E(OFNF) — B(OITIRN) — (@5, (8)
dépendants, ce terme de covariance est nul au prix d’'un co(t P ~ ~
P P var(@i SIR"’N) < Var(G)tSR’N’k) < var(@tSIR"N), 9)

de calcul plus important lorsque la taille du support findl es
fixée. En effet, nous avons vu au paragraphe précédent que  var( < var(©FNR1) (10)

pour obtenir un nouveau tirage suivajit, indépendant des ce rgsultat exprime le fait que l'estimateur obtenu aprérs-se
précédents, nous avions bejsom de tik/énpuvelles particules  rggchantillonnage indépendant est d’autant plus perfiormee
intermédiaires suivanf(z:|zp, ), 1 < j < N. Lidée du e nombre de tirages intermédiaireaugmente et que cet esti-

rééchantillonnage semi-indépendant est de proposer UR COfyateur est un intérmédiaire entre I'estimateur issu duhge
promis entre performance (caractérisé par la valeur dueteryjjionnage indépendan€l 5™ = 65%~:Vy et celuiissu du

de covarianceov(¢(zt), ¢(27))) et colit de calcul (nombre de FRN _ GSR.N.0
tirages supplémentaires par rapport au filtrage particutas- !
sique). . .
Pour cela, considérons un instandonné puis fixons-nous 3 Simulations
un paramétré € {0... N}; plutdt que de retireV nouvelles
particules intermédiaires pour obtenir un nouveau tirage s ~ NOus considérons un probleme de suivi d'objet a partir de
vant §¥ (comme cela est fait pour le rééchantillonnage indémesures en coordonnées polaires (distance et angle). ke vec
pendant), nous ne retirons qiéeparticules dont la loi d'im- teur d’état caché contient les positions et vitesses dgefob
portance conditionnelle est choisie aléatoirement vidrage €N coordonnées cartésiennes,= [ ¢, ¢z b, Cy.t ¢y|”. Les
uniforme sans remise parmi 185lois d’importance condition-  10is du modele (1) s’écrivent; (z¢|z;—1) = N (z¢; Fi—1; Q),
nelles disponibles; led” — k particules restantes (c’est-a-dire B 2+ cf/ ny
celles correspondant aux indices qui ne sont pas choaisis dfte(Velze) = N (y; ' " |iR) avec
rant le tirage sans remise) sont dupliquées pour compkseér |
nouvelles particules. Nous obtenons alors un nouveau j& de
particules, composé denouvelles particules par rapport au jeu
précédent, nous permettant d’obtenir un nouveau tirageusui
g Lalgorithme 3 présente une itération de cette procédere d
rééchantillonnage semi-indépendant pourt onné. Notons
que le cag = 0 coincide avec I'Algorithme 1 tandis que le cas R
k = N coincide avec I'Algorithme 2.

ASR, Nk
©; )

rééchantillonnage classiqL@
performances et de co(t de calcul.
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La loi d’'importance utilisée est(xt|zo.t—1) = fi(x|zi—1) et
le critere de performance utilisé pour comparer les différe
algorithmes est la racine carrée de I'erreur quadratiqugemo
née sur le temps et stB00 réalisations.

= B = Bootstrap SIR avec N + (.\‘;l)l

SIR avec resample-move

particules

- = = PF avec SR
---------- PF avec reechantillonnage independant

----- PF avec reechantillonnage i.i.d. et reponderation finale

Plusieurs algorithmes sont comparés. L'algorithme de fil- 36w
trage particulaire avec rééchantillonnage indépendatgofA
rithme 2) avec un support final de taille = 100; I'algorithme
de semi-rééchantillonnage (Algorithme 3) avec un suppert fi s2p §
nal de tailleN = 100 et un nombre de retirages intermédiaires i .
k = N/2 (une étude qui n'apparait pas ici pour des raisons o
d’espace nous montre que des valeurs supérieure@ené-
liorent que trés peu les performances de I'estimateur &jsoc T .
un algorithme de filtrage particulaire basique (Algorithfe T 0
avecN + % particules de maniere a assurer un colt de
calcul égal a I'algorithme précédent; un algorithme dedfije
particulaire avec resample-move qui rajoute une étape MCM
apres I'étape de rééchantillonnage [6] avédirages etk ité-

RMSE (log)

2.8

. . . .
0.15 0.2 0.25 0.3
Ecart-type ¢, de la distance mesuree

EIGURE 1 — Modele de poursuitegg = /10, o, € [0.01,0.3],
G6 € (75000 o5l respectivementN' = 100 particules finales pour

. . 92 =T 1tous les algorithmes (sauf le SIR & cot variable, qui eétia Y -1~
rations MCMC pour chaque tirage, de maniere a avoir un CoupParticuIes finales). Le RMSE est en fonction de I'écart-type de la dis-

global d?(QN + Nk) “rafles CQmme les a_lutres algorithmes. tance mesuréey, (I'écart-type de I'angle mesuré varie alors égale-
Les résultats sont présentés sur la Fig. 1. Nous constatofgnt, de maniere proportionnelle).

que les algorithmes présentés dans ce papier sont les plus pe
formants dans le cas des modéles informatifs, modéles poy
lesquels les algorithmes basiques sont inefficaces. Lersq
le bruit d'observation augmente, les différents algorigsm
donnent des performances similaires. Notons que I'écame en
I'algorithme avec rééchantillonnage semi-indépendantekit
avec rééchantillonnage indépendant reste faible malgréifn
férence non-négligeable de colt en tirages intermédigitast
donné que I'on a choisi le parameétre= &, le rééchantillon-

nage semi-indépendant utilié\ézg—N tirages intermédiaires de
moins que I'indépendant). D’autre part, I'algorithme ipdé- o
dant avec pondération finale a une meilleure performance qdReferences
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térmédiaire appelée filtrage particulaire avec rééchantibge
semi-indépendant, laquelle fait intervenir un paramétreo-

Blisant le nombre de tirages intermédiaires effectuéstava

Y obtenir une nouvelle particule rééchantillonnée. Ldarare

de I'estimateur obtenu a partir de ces tirages semi-indégoen

(au sens ou nous réduisons le terme de covariance entre deux
tirages) diminue lorsquk augmente. Nos simulations ont en-

fin montré I'utilité de ces algorithmes dans des modéles in-
formatifs dans lesquels les techniques de filtrage paaticul
souffrent de dégénérescence du support.

4 Conclusion

Jf& M. K. Pitt and N. Shephard, “Filtering via simulation :



