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Introduction

Organisation du module

@ 10x1h cours amphi — synthése de I'essentiel et commentaires
@ A la suite de chaque amphi, 10x2h TD — exercices

@ Documents téléchargeables sur moodle et a I'adresse:
http://www-public.tem-tsp.eu/~castella/

~ Tout ce qui est vu en cours et TD est au programme de I'examen.
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Examen

QCM (Questions a choix multiples) exclusivement.

e Amener un stylo noir (ou bleu foncé) et un correcteur blanc:

détection des cases cochées par niveau de gris.
Oul | NON

BEQ =g

HEE | 850

@ Aucun document, aucun dispositif électronique autorisés;
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Plan du cours

VI.
VII.
VIII.

Introduction: généralités, rappels transformée de Fourier temps continu

. Transformées temps discret: transf. en z, transf. Fourier

Filtres numériques: filtres temps discret

Représentations énergétiques: puissance, énergie, densité spectrale
Signaux aléatoire (1/2) stationnarité, ergodicité, autocorrélation
Signaux aléatoire (2/2) densité spectrale de puissance, bruit blanc
Systémes a temps continu: filtrage, modulations

Echantillonnage: théoréme de Shannon-Nyquist

. Transformée de Fourier discréte et FFT: transformées de Fourier

. Signaux a bande étroite: transf. Hilbert, signal analytique, enveloppe complexe,

modéle bande de base équivalent
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Qu'est-ce qu'un signal?

@ signal = toute grandeur (physique ou non) qui contient une
information. Cette grandeur dépend d'un paramétre (par exemple
temps, espace, ...)
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Qu'est-ce qu'un signal?

@ signal = toute grandeur (physique ou non) qui contient une
information. Cette grandeur dépend d'un paramétre (par exemple
temps, espace, ...)

o Exemples de signaux:

» son audio: scalaire temporel s(t)

v

v

v

v

pression fonction de I'altitude: scalaire spatial
image: scalaire bidimensionnel s(z,y)

vidéo: scalaire spatio-temporel s(z,y,t)

. . Lo . sg(t)
signal acoustique stéréo: signal vectoriel <Sd(t))

image couleur, vidéo couleur,. ..



Introduction

Qu'est-ce qu'un signal?

@ signal = toute grandeur (physique ou non) qui contient une
information. Cette grandeur dépend d'un paramétre (par exemple
temps, espace, ...)

o Exemples de signaux:

» son audio: scalaire temporel s(t)

pression fonction de I'altitude: scalaire spatial

image: scalaire bidimensionnel s(z,y)

vidéo: scalaire spatio-temporel s(z,y,t)

v

v

v

v

signal acoustique stéréo: signal vectoriel (:ig;)

v

image couleur, vidéo couleur,. ..

@ Traitement du signal = science de I'ingénieur concernée par les
méthodes permettant de traiter I'information



Continu / Discret

amplitude amplitude
(1) continue L+t discréte
temps analogique ‘ quantifié
continu
t t
/ I
(t) z(t)
échantillonné 1 numérique
temps ‘ ; i
discret ; s e
O etle st

@ Souvent: numérique = digital <+ échantillonné
o |l existe des signaux naturellement quantifiés
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Signal déterministe / aléatoire

e déterministe: x(t) est une fonction
Ex: signal de laboratoire, généré par un GBF (sinusoide, créneau, échelon,

)

— évolution prévisible par un modéle

° . x(t) est une a tout instant ¢
Ex: bruit, signal de communication, signal issu d'une mesure,. ..
— signal non prévisible et a l'identique

@ Selon contexte, un méme signal peut étre vu comme aléatoire ou
déterministe — modéle
Ex: signal sinusoidal avec phase ou amplitude aléatoire / fluctuations
au niveau «microscopique»
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Principe d'une chaine de communication

acquisition mise en formg
source codage modulation
message . S
compression emission
multiplexage
|

-autres utilisateurs J

milieu de transmission_pryit

-attenuations
reception decodage
demodulatio decompression destinataire

egalisation restitution




Introduction

Applications du traitement du signal

Télécommunications

Image: restauration, débruitage, fusion de données, segmentation
Sonar, radar: détection, classification,

Acoustique et audio: annulation d'écho, reconnaissance de parole

Instrumentation et capteurs — contrdle non destructif, surveillance

Sismologie, géologie, optique, biomédical,. ..
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Applications du traitement du signal

@ Télecommunications
o Image: restauration, débruitage, fusion de données, segmentation
@ Sonar, radar: détection, classification,
@ Acoustique et audio: annulation d'écho, reconnaissance de parole
@ Instrumentation et capteurs — contrdle non destructif, surveillance
@ Sismologie, géologie, optique, biomédical,. ..

= Traitement du signal a I'interface des , de la

physique, des mathématiques appliquées

— Pour retrouver information dans signal observé: effectuer une
transformation. . .
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Transformée de Fourier

@ Transformée de Fourier:
o) ™ X(5) 2 [ (e ar
R
@ Transformée inverse:
TF-1!

X(f) ™ a(t) = /R X(f)etent gf

~ | X (f)| donne le spectre en amplitude.
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Transformée de Fourier

@ Transformée de Fourier:
26 5 x(p) 2 / 2(t)e— 2t gy
R

@ Transformée inverse:

TF—!

X(f) ™ a(t) = /R X(f)etent gf

~ | X (f)| donne le spectre en amplitude.

@ Cas de signaux T-périodiques: série de Fourier

T
z(t) = ZXkeiQ”k% Xk = —/ z(t)e~ kT gt
kEZ 0

~> Signal périodique <> Spectre de raies discrétes
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Propriétés de la TF (1/2)

o Linéarité
e Symétrie: z*(t) AN X*(—f)
= symétrie hermitienne de la TF d'un signal réel

e Théoreme du retard / translation:

z(t —tg) > eI X (f)

- Modulation: ‘
¥l (t) =5 X(f ~ fo)

27 fot

= La multiplication par € translate le spectre



Propriétés de la TF (2/2)

TF, 1

e Changement d'échelle: z(at) — |a|X(

SN

) (avec a # 0)
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Propriétés de la TF (2/2)

e Changement d'échelle: z(at) AN

@ Dérivation:

dx(t)
dt

F

o X (f)

S

lal

Q |~

X(

te(t) —

)

TF

(avec a # 0)

1 dX(f)

2 df



Propriétés de la TF (2/2)

e Changement d'échelle: z(at) AN ﬁX( ) (avec a # 0)

Q |~

@ Dérivation:

dx(t)
dt

TE o fX(f)  ta(t) T —%L)Zﬁf )

e Convolution: z(t) xy(t) = /Rx(ﬁ)y(t —6)do

() xy(t) = X(F)Y (f)



Propriétés de la TF (2/2)

TF, 1

e Changement d'échelle: z(at) — |a|X(

Q |~

@ Dérivation:

dx(t)
dt

TF

e Convolution: z(t) xy(t) = /Rx(ﬁ)y(t —6)do

() xy(t) = X(F)Y (f)

o relation de Parseval:

(D)2 di — 2
/R ()2 dt /R X ()2 df

) (avec a # 0)

T ionfX(f)  ta(t) 25 o d
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Fonction porte et sa transformée de Fourier

() =rl6) IX(A] = [Tsinc(nfT)]|
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Autour de la TF d'une porte...
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Difficulté de localisation temporelle par la TF
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Difficulté de localisation temporelle par la TF
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Limitations de la TF

Transformée de Fourier est adaptée a de nombreux signaux mais:
o Caractérisation globale
= obligatoirement temps différé
e Difficulté de synthése des signaux ayant des irrégularités locales
o Difficulté a analyser certains signaux
— |l existe d'autres représentations:
» temps/fréquence

» temps/échelle
-
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Energie et puissance

o Energie de z(t): | E, 2 / w(t)|2 dt
R

1
e Puissance: | P, £ lim _T/ lz(t)|? dt

— Classification en énergie/puissance finie/infinie.
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o Energie de z(t): | E, 2 / w(t)|2 dt
R

1 [T
e Puissance: | P, £ lim _T/ lz(t)|? dt

— Classification en énergie/puissance finie/infinie.
@ énergie finie = puissance nulle

& Po>0= FE, =
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Energie et puissance

o Energie de z(t): | E, 2 / (t)|2 dt
R

1 [T
e Puissance: | P, £ lim _T/ lz(t)|? dt

— Classification en énergie/puissance finie/infinie.
@ énergie finie = puissance nulle
< Po>0= FE, =

o En traitement du signal: puissance et énergie sans dimension.

Si z(t): tension appliquée a une résistance R, puissance physique:
2
Pelec(t) = \I(}tzﬂ :
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Exemples de signaux
@ impulsion rectangulaire

{1 site[-T/2,T)/2]

0 sinon.

7 (t)
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Exemples de signaux

o échelon de Heaviside u(t) =1 si ¢t > 0,0 sinon.
E, = P,=1/2

u(t)




Exemples de signaux

o exponentielle complexe z(t) = Ce?™0t F, =0 P, =|C|?
e sinusoide y(t) = Acos(2m fot + ¢) E, = 00 P, = |A]?/2

~~ pour un signal Ty-périodique: P, = Tio f_TOTé% |z(t)|? dt

T
T
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Exemples de signaux

e rampe linéaire v(t) =t sit > 0,0 sinon. E, = oo P, =

v(t)
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Signaux d'énergie finie

Utile de considérer les espaces vectoriels de signaux. En particulier:
Energie finie & fR lz(t)|? dt < oo & z(t) € L2(R)
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Signaux d'énergie finie

Utile de considérer les espaces vectoriels de signaux. En particulier:
Energie finie < [; |2(t)|? dt < 0o < z(t) € LA(R)

e produit scalaire (z,y) = / x(t)y*(t) dt
R

@ norme et distance entre signaux:

o= all = ( [ 136) - ato) ar) -

~ erreur quadratique moyenne
o inégalité de Cauchy-Schwarz: |(x,y)| < ||z.]|y]]

@ projection orthogonale
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Inter- et auto-corrélation en énergie

Pour des signaux d'énergie finie:

@ Inter-corrélation de z(t) et y(t) en énergie:

’Y;iy(T) 5= /Rw(t)y*(t —7)dt, VT €ER

o Auto-corrélation de z(t) en énergie:

Ye(T) = /Rx(t)w*(t —7)dt, VreR

® 7z(7) = V2 (7)



Inter- et auto-corrélation en puissance

Pour des signaux de puissance finie, énergie infinie:

o Inter-corrélation de z(t) et y(t) en puissance:

1 T
Yoy (T) = lim —/ z(t)y*(t—7)dt, VreR

o Auto-corrélation de z(t) en puissance: V5(7) = 75, (7)

T

1
p = 1 —_ * —
Te(r) = lim o /_ LOFE=)d, Vel

@ Auto-corrélation égale a la puissance et maximale en zéro:

Vg(O)ZPx>O
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Transformées temps discret

Séries de Fourier: quelques rappels...

Coefficients et définition

. . Lo . _or
Soit u fonction T-périodique et w = 7.

Coefficients de Fourier (¢,,)nez

e ‘
YneZ: c,=— / u(t)e ™ dt
T Jo

(cn)nez définis dés que wu intégrable sur [0, 7], donc par ex:
e uc LY0,T),
e u € L%0,T) (puisque L%(0,T) C L*(0,T)),
@ u continue par morceaux.

Série de Fourier

§ : Cn emc,.nt

neL
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Séries de Fourier: quelques rappels...

Coefficients et définition
Pour u fonction T-périodique et w = 2%

Coefficients de Fourier (a,)nen €t (by)nen

2 T
YneN: a,= —/ ) cos(nwt) dt b, = T/ u(t) sin(nwt) dt
0

@ Lien avec les coefficients (¢p)nez
Gp = C_p + Cp, en = (an —1iby)/2

Vn € N :
" bn = (C—n - Cn)/l Cn = ((Ln + lbn)/2

Série de Fourier

+oo
% + Z ay, cos(nwt) + by, sin(nwt) (_ Z cneinwt>

n=1 neZ
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Séries de Fourier: quelques rappels...
Fonction de carré sommable
Pour u € L?(0,T):
@ Produit scalaire: Tfo *dt

o La famille (¢t — em“’t)nez est une base orthonormée.

> inégalité de Bessel,
» approximation de w par un polynéme trigonométrique:
tronquer de la série de Fourier.

Relation de Parseval

1 T
9 2 . 2
Jullz = T/o lu(t)|” dt = E |cnl

neL

~~ convergence de la série vers u au sens ||.||2
» L2(0,T) est un espace de Hilbert.
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Séries de Fourier: quelques rappels...

Représentation ponctuelle

o Convergence dans L? donne égalité presque partout (et non pas
ponctuelle)!

e Existence des coefficients de Fourier pour u € L'(0,T) et
u € L2(0,T) C L*(0,T) non nécessaire.

~ Hypothéses pour une représentation ponctuelle? Type de convergence?
Theorem (Dirichlet)
Siu est C' par morceaux et T-périodique, alors:
N

. 1 B
Z cpe'™! g §(U(t+) +u(t™))
n=—N
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Séries de Fourier: quelques rappels...
Formulaire, fonction u T-périodique

Coefficients et série de Fourier, avec w = 2%

1 (" :
YneZ, c,= —/ u(t)e " dt
2 T
VneN, a,= —/ )cos(wnt) dt by, = T/ u(t) sin(wnt) dt
0

+oo
série Fourier: Z Cpent = % + Z ap, cos(wnt) + by, sin(wnt)
ne”Z n=1

@ Lien entre les (¢p)nez et les (an)nen, (bn)nec-

Relation de Parseval

1 (T a
L[ o at= 3 e = 1 4 2 Z|n|2+|b ;

nez
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Signaux a temps discret

On considére des signaux a temps discret z,,n € Z
- sans quantification de I'amplitude (z,, € R)

- Xn,n € Z provient ou non d'un échantillonnage.



Transformées temps discret

Signaux a temps discret

On considére des signaux a temps discret z,,n € Z
- sans quantification de I'amplitude (z,, € R)

- Zp,n € Z provient ou non d'un échantillonnage.

Exemples de signaux a temps discret:

@ échelon

@ porte

@ rampe, ...
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Signaux a temps discret

On considére des signaux a temps discret z,,n € Z
- sans quantification de I'amplitude (z,, € R)
- Zp,n € Z provient ou non d'un échantillonnage.

Exemples de signaux a temps discret:

_ ' - 1 sin=0
@ impulsion unité §, = _
0 sinon.
on,

— signal a temps discret comme les autres

T Z OpTp—k = Z ZTpOp—k = Ty, * &y, (convolution)
kEZ kEZ



Transformées temps discret

Transformée de Fourier a temps discret

e Transformée de Fourier & temps discret (TFTD) du signal z,,,n € Z:

X(f) 2> ane2mI

neEL
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Transformée de Fourier & temps discret

e Transformée de Fourier & temps discret (TFTD) du signal z,,,n € Z:

~ A _% rs
:§ :mne i2mn f

neEL

X(f) de période 1 ~~ f frequence normalisée, au choix: f € [0, 1]

oufe[ 2,2
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Transformée de Fourier & temps discret

e Transformée de Fourier & temps discret (TFTD) du signal z,,,n € Z:

X(f) 2> ane2mI

neEL

- X(f) de période 1 ~» f fréquence normalisée, au choix: f € [0,1]
7 11
ou f€l-3,35

- si x, échantillonné a f., fréquence réelle f = ff. = Ti
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Transformée de Fourier & temps discret

e Transformée de Fourier & temps discret (TFTD) du signal z,,,n € Z:

~ A _% rs
A § :xne i2mn f

neEL

- X(f) de periode 1 ~ f fréquence normalisée, au choix: f € [0,1]
ou fe [-1 o1 2
f

- si x,, échantillonné a f., frequence réelle f = ff. = L

o X (f) est la série de Fourier associée aux coefficients x,,,n € Z et
donc:
1/2

Ty = X(f) +127rnf df / X +127rnf df
—1/2
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Transformée de Fourier & temps discret

e Transformée de Fourier & temps discret (TFTD) du signal z,,,n € Z:

~ A _% rs
A § :xne i2mn f

neEL

- X(}i) de période 1 ~~ f fréquence normalisée, au choix: f € [0,1]
ou fe[-1 1]
si 1, échantillonné a f., fréquence réelle f = ff. = i

<,

o X (f) est la série de Fourier associée aux coefficients x,,,n € Z et
donc:
1/2
Ty = X(f) +127rnf df / X +127rnf df
~1/2

@ Propriétés de la TFTD: transparents 14 et suivants
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TFTD: exemple et remarques

o Ex:
1 sin=0,...,N —1,
ot o
0 sinon.
R(N)( ~ _ Sin ﬂ-NNfNe_iQﬂ-%f

sinm f
@ La TFTD n'est pas I'échantillonnée de la transformée de Fourier a
temps continu (TFTC).
@ La TFTD n'est pas la transformée de Fourier discréte (TFD)

o Il existe aussi une Transformée de Fourier rapide (FFT: Fast Fourier
transform)
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Transformée en z

e La transformée en z du signal x,,,n € Z est la série formelle:

X[z] & Z Tpz "

nez

11-10
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Transformée en z

e La transformée en z du signal x,,,n € Z est la série formelle:

A _
:Exnz”

nez

o Domaine de convergence de la série X|[z]: anneau D

S

3(z
D={z€C|R;y <|z| <Rz}
R(z)

\ 27

11-10

Eventuellement:
o R =0, Ry =
o Ro<RietD=0
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Transformée en z

e La transformée en z du signal x,,,n € Z est la série formelle:

A _
:Exnz”

nez

e Domaine de corzvergence de la série X[z]: anneau D
3(z

D={z€C|R;y <|z| <Rz}
R(z)
Eventuellement:
\ o Ry =0, Ry =400, ...
o Ro<RietD=0

@ Transformée en z : fonction holomorphe X[z| avec la couronne de
convergence associée D.

11-10



Transformées temps discret

Inversion de la transformée en z

Comment déterminer x4, k € Z a partir de X|[z]7
3(2)

Ry

R

e
Nt

1-11
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Inversion de la transformée en z

Comment déterminer z, k € Z & partir de X|[z]?
3(z)

Ry

R

2
N

e Formule de Cauchy:

127r

/ X[z]2* 1 dz

~ valeur identique de I'intégrale pour tout C a condition de préciser le
domaine d'holomorphie D

1-11
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Inversion de la transformée en z
Comment déterminer z, k € Z & partir de X|[z]?
3(2)

RS
.,

e Formule de Cauchy:

R
X[z] =3 cntnz™™

/ X[z]2* 1 dz

~ valeur identique de I'intégrale pour tout C a condition de préciser le
domaine d'holomorphie D

127r

@ Autre méthode utilisée en pratique pour des fractions rationnelles:
développement en série

1-11
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Transformée en z: exemple

e Ex: z, =a" sin >0 etx, =0sinon (a € C¥)

X[z] = Z Tz "

11-12



Transformée en z: exemple

e Ex: z, =a" sin >0 et x, =0sinon (a € C¥)

+o0
X[z] = Za”z_" ne converge que si |az™ 1| < 1
n=0

1-12
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Transformée en z: exemple

e Ex: z, =a" sin >0 et x, =0sinon (a € C¥) >
. b 7 R)
X[Z] _ Zanz—n
n=0
1

Tt U le domaine D = {|z| > |a|}
—az

— X[z] =

11-12



Transformées temps discret

Transformée en z: exemple

3(2)

o0 AR ZT
X[z =Y amm N
n=0

e Ex: z, =a" sin >0 et x, =0sinon (a € C¥)

— X[z] = Tt U le domaine D = {|z| > |a|} 3(2)
1 _ LR
4 Y[Z] = m sur D = {|Z| < |CL|} 7

1-12
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Transformée en z: exemple
S(2)

AR ZE
Za” - N

e Ex: z, =a" sin >0 et x, =0sinon (a € C¥)

— X[z] = Tt U le domaine D = {|z| > |a|} 3(2)
1 _ LR
o Y[z] = P D={lz] <|a|} 77
—1

—1
Y[z] = = a” =— a"z™"
[2] (az" (1 —a" ! Z Z
n=-—o00
— yYyp=—a"sin< —-lety,=0sin>0.
~+ Domaines différents = v,, # x,, et pourtant méme expression de la
transformée en 2.

1-12



Transformées temps discret
Importance du domaine

Ex: X|[z] admet deux singularités (poles) en p1, po.

1
= — [ X[z]2F"d
kT or c [2]2 :

= Z Res {X[z]zk_l,pj]

Singularités a; a prendre en compte:

- pour Cq: 0,p1 et po

- pour Cy: 0 et pp
- pour C3: 0
— signal différent pour des domaines différents!

e Fraction rationnelle: série distincte sur chaque domaine («~
développement éléments simples)

11-13
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Propriétés de la transformée en z (1/2)

Si 2, % X|[z] et yn LN Y'[2] alors:

e linéarité: Az, + uyn RN AX[z] + pY[Z]
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Transformées temps discret

Propriétés de la transformée en z (1/2)

Si 2, % X|[z] et yn LN Y'[2] alors:
o lingarite: Az, + iy —2 AX[2] + uY[2]

o symétries: z_, -2 X[z!] zt 2 (X [2)*
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Transformées temps discret

Propriétés de la transformée en z (1/2)

Si 2, % X|[z] et yn LN Y'[2] alors:
o lingarité: Az, + fuyn — AX[z] + pY 2]
o symétries: z_, -2 X[z!] zt 2 (X [2)*

@ théoréme du retard:

Tpo1 —2 21X [7] Tn—ng LN 27" X 7]
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Transformées temps discret

Propriétés de la transformée en z (1/2)

Si 2, % X|[z] et yn LN Y'[2] alors:

e linéarité: Az, + uyn RN AX[z] + pY[Z]

o symétries: z_, -2 X[z!] zt 2 (X [2)*
@ théoreme du retard:
Tpo1 —2 21X [7] Tn—ng LN 27" X 7]

@ convolution:

T
Tp * Yn = Z TeYn—k - X[Z]Y[Z]
kEZ

11-14



Transformées temps discret

Propriétés de la transformée en z (2/2)

@ Lien transformée en z et TFTD: si le cercle unité appartient au
domaine de convergence:

X(f) = X [
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Transformées temps discret

Propriétés de la transformée en z (2/2)

@ Lien transformée en z et TFTD: si le cercle unité appartient au
domaine de convergence:

X(f) = X [

— les propriétés de la TFTD en découlent (linéarité, symétries,
retard/modulation, convolution)
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Transformées temps discret

Propriétés de la transformée en z (2/2)

@ Lien transformée en z et TFTD: si le cercle unité appartient au
domaine de convergence:

X(f) = X [

— les propriétés de la TFTD en découlent (linéarité, symétries,
retard/modulation, convolution)

o Parseval:
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Transformées temps discret

Propriétés de la transformée en z (2/2)

@ Lien transformée en z et TFTD: si le cercle unité appartient au
domaine de convergence:

X(f) = X [

— les propriétés de la TFTD en découlent (linéarité, symétries,
retard/modulation, convolution)
o Parseval:

1/2 - 1/
| x@pait o [ x

oo —1/2 127 Jc

z & eP

o lien avec transformée de Laplace: [z(t)e P dt <> > x,27" avec

N
—_
~
IS
*
*

11-15



Zéros/poles d'une transformée en z
(z = 21)(z — 22)
(z =p1)(z = p2)

o Exemple: X[z] =

o TF temps discret:

‘X(f')‘:‘X [eiQ ” z—zl||z—22| ZlM.ZgM
|z—p1||z—p2| PlM.PgM

Z
i N ei27rf
o
A
P
R(2)
f=%+1/24 -1 & 1 f=0
Py

2
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Filtres numériques

© Filtres numériques (temps discret)
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Systéme

@ Modéliser ce qui se passe lors:

» transmission du signal (canal de propagation,...)
» traitement du signal (restauration au récepteur,.. .)
» toute autre modification
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Filtres numériques

Systéme

@ Modéliser ce qui se passe lors:
» transmission du signal (canal de propagation,...)
» traitement du signal (restauration au récepteur,.. .)
» toute autre modification

e Systéme: dispositif qui & un signal d'entrée associe un signal de sortie

Tn
B —

L[]

Yo = Llwg, k € Z)(n)

—

-2



Filtres numériques

Propriétés possibles des systéme

o linéarité

)\(1)377(11) + )\(2)33512)

——

L[]

-3

i = Ay 4 A2y 2

|
=XV ke zZ)(n) + XD LD k e Z)(n)



Filtres numériques

Propriétés possibles des systéme

o linéarité

)\(1)1‘,(11) + )\(2)33512)

——

L[]

i = Ay 4 A2y 2

|
=XV ke zZ)(n) + XD LD k e Z)(n)

@ instantanéité: la sortie ne dépend que du présent

T,

————

L[]

-3

yn = Llzg, k € Z)(n) = L[zy](n)



Filtres numériques

Propriétés possibles des systéme

o linéarité
AWz 4 AP i s AWy 4 A2y P
' = AOLEW ke Z)(n) + AL k € Z)(n)

@ instantanéité: la sortie ne dépend que du présent

Tn L] yn = Llzg, k € Z)(n) = L[zy](n)

@ causalité: la sortie ne dépend que du passé

T, Il Yn = Llzk, k € Z|(t) = Lizg, k < n](n)
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Filtres numériques

Propriétés possibles des systéme

o linéarité
AWz 4 AP i s AWy 4 A2y P
' = AOLEW ke Z)(n) + AL k € Z)(n)

@ instantanéité: la sortie ne dépend que du présent

Tn L] yn = Llzg, k € Z)(n) = L[zy](n)

@ causalité: la sortie ne dépend que du passé

T, Il Yn = Llzk, k € Z|(t) = Lizg, k < n](n)

@ invariance:
5n = Tn—ng gn - L[l‘k, ke Z](TL - nO) = Yn—nyg

-3



Filtres numériques

Exemples de systémes

‘ ‘ linéaire ‘ instantané ‘ causal ‘ invariant

Yn = (zn)? non oui oui oui
Yn = sin(zy) non oui oui oui
Yn = MpTy oui oui oui non
+oo
Yn = E N kg oui non non non
k=—o00
1 n+M
Yp = ———— E Tk oui non non oui
"2M +1
k=n—M
n
1 . . .
UYn = i E T oui non oui oui
k=n—M+1
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Filtres numériques

Filtrage et convolution

° | Filtre = systéme linéaire, invariant dans le temps (et continu)
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Filtres numériques

Filtrage et convolution

° | Filtre = systéme linéaire, invariant dans le temps (et continu)

» réponse impulsionnelle h,,:

On h, = réponse a l'impulsion 4,
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Filtres numériques

Filtrage et convolution

° | Filtre = systéme linéaire, invariant dans le temps (et continu)

» réponse impulsionnelle h,,:

On h, = réponse a l'impulsion 4,
5n—k hn—k
—_ L[] —

~~ D’'aprés invariance:
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Filtres numériques

Filtrage et convolution

° | Filtre = systéme linéaire, invariant dans le temps (et continu)

» réponse impulsionnelle h,,:

On h, = réponse a l'impulsion 4,
(sn_k hn—k
—_ L[] —

~~ D’'aprés invariance:

~ D’aprés linéarité (+ continuité):

Tp = Zk TkOn—k Yn = Zk Tihn_k

— L[] —
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Filtres numériques

Filtrage et convolution

° | Filtre = systéme linéaire, invariant dans le temps (et continu)

» réponse impulsionnelle h,,:

On h, = réponse a l'impulsion 4,
(sn_k hn—k
—_ L[] —

~~ D’'aprés invariance:

~ D’aprés linéarité (+ continuité):

Tp = Zk TkOn—k Yn = Zk Tihn_k

— L[] —

= convolution discréte:
Yn = Tp * hy, = E Tphp—t = hp * Ty = § heTn—k
kez kez
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Exemple de filtrage

o Filtrage et convolution 1D:

T Yn = hp * Ty, = § P2k
B —— hn ————
keZ
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Exemple de filtrage

o Filtrage et convolution 1D:

T Yn = hp * Ty, = Z P2k
han keZ

e Convolution pour une image 2D: yy, ,, = ZZ Pk 1T —k -1
ke€Z l€Z

-6



Exemple de filtrage

o Filtrage et convolution 1D:

T Yn = hp * Ty, = Z P2k
han keZ

e Convolution pour une image 2D: yy, ,, = ZZ Pk 1T —k -1
keZ leZ
@ Si un seul pixel blanc:

1 sim=n=0,
Tmn = Omon 1= 0 sinon

Alors: Y. = hmn
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Exemple de filtrage

o Filtrage et convolution 1D:

T Yn = hp * Ty, = Z P2k
han keZ

e Convolution pour une image 2D: yy, ,, = ZZ Pk 1T —k -1
keZ leZ
@ Si un seul pixel blanc:

1 sim=n=0,
Tmn = Omon 1= 0 sinon

Alors: Y. = hmn

— exemple sur une image réelle: effet de flou, bougg, ...
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Effet d'une convolution/filtrage 2D (2/6)
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Effet d'une convolution/filtrage 2D (5/6)

Figure originalk
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Effet d'une convolution/filtrage 2D (6/6)

Figure originalk
T
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Filtres numériques

Fonction de transfert en z

o Filtre: systéme linéaire invariant

In I Yn
X[z] Hlz] |V

» réponse impulsionnelle: A,
» fonction de transfert en z: H[z] = ; hpz™"
» relations entrée-sortie:

Yn = I * T = Z hiTn—_k
kEZ

Y[z] = H[z] X [7]

Ra: yp =hp*xxp =xn xhy = Zxkhn_k
kEZ
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Filtres numériques

Réponse en fréquence

o Filtre: systéme linéaire invariant

Tn, I, Yn

—_— —

X(f) H(f) |Y(f)

» réponse impulsionnelle: A,
» fonction de transfert en z: H[z] =)

—n
n€EZ hnZ 5

» réponse en fréquence: H(f) =Y. _, hpe i#™f

> relations entrée-sortie:

nez

Yn = I * T = Z hiTn_k
keZ

Y(f) = H(HX(S)

Ra: yp =hp*xxp =xn xhy = Zxkhn_k
keZ
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Filtres numériques

Causalité
Tn h, Yn = b * 2y, = Zk hixn—_k
X|[z] H|[z] Y[z] = H[z] X[7]

o Filtre causal n'utilise que les 1, k < n pour calculer y,:

Un =Y hrn i

k>0
— Le filtre h;, est causal < h;, = 0,VEk < 0.
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Filtres numériques

Causalité
Tn h, Yn = b * 2y, = Zk hixn—_k
X|[z] H|[z] Y[z] = H[z] X[7]

o Filtre causal n'utilise que les 1, k < n pour calculer y,:

Un =Y hrn i

k>0
— Le filtre h;, est causal < h;, = 0,VEk < 0.

— HJ[z] est causal & H[z] =3, -, hpz~" converge sur
5 3(2)
D={z€C||z| > R} U{co}

YARZZ
N
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Filtres numériques

Stabilité
L, hn, Yn = hp *x Ty = Zk hxn—k
X|[z] H|[z] Y[z] = H[z] X[7]

o Filtre stable lorsque: entrée bornée = sortie bornée

11-16



Filtres numériques

Stabilité
L, hn, Yn = hp *x Ty = Zk hxn—k
X|[z] H|[z] Y[z] = H[z] X[7]

o Filtre stable lorsque: entrée bornée = sortie bornée
— Stabilite <> > [g| < +o00
kEZ
— H|z] est stable < le cercle unité appartient au domaine de
3(2)
convergence de H|z]

7
&/
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Filtres numériques

Stabilité et causalité

e Un filtre H[z] est stable et causal <
domaine de convergence de H|z| du type
{z€eC||z| >R} U{x} avec R < 1

1-17
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Stabilité et causalité

S(z

)
e Un filtre H|[z] est stable et causal < /\K( 2] = 1}
domaine de convergence de H|z| du type D f\ R(2)
{z€C||z| > R} U{oc} avec R < 1 &J

e Si H|[z] fraction rationnelle:
H|z] stable et causal < tous les poles du filtre sont a I'intérieur du
cercle unité et d° numérateur H[z] < d° dénominateur H|[z] (en tant
que fraction rationnelle en z).

Rq: Condition sur les d°: permet que lim,|_, o H|[2] soit fini
cad causalité: H[z] = ho + h1z™' 4+ hoz72 4 ... sans puissance > 0 de z
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Filtres numériques

Stabilité en automatique / élec 7

e Si H|z| fraction rationnelle:
H {z] stable et causal < tous les péles du filtre sont a I'intérieur du
cercle unité et d° numérateur H|z] < d° dénominateur H|[z].

@ Avec z = eP, correspondances en temps continu:
Transf. z <« Transf. Laplace
zZ & 0p
|z| =1 <> axe imaginaire pur
2| <1 <« R{p}<0

~ condition de stabilité «pdles a partie réelle < 0»: vrai pour des
systémes (ce qui est le cas en physique, automatique,...)
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Filtres numériques

Filtrage et équations de récurrence

q =]
e Cas de filtres rationnels: H|[z] = Eﬁi{#
In hn Yn = hn * T
@ Lien entrée-sortie: | -
[2] Hlz]  |Y[z] = H[z]X[7]
P q
= YA+ az) = bz ?)X[4
i=1 j=0

et par utilisation du théoréme du retard:

Vn : yn—i-ZaZyn z:wan_j

= Equation de récurrence associée au filtre
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Filtres numériques

Filtre réponse impulsionnelle finie (RIF)

q
o Définition: H[z] = ijz_j d'ou la
j=0

réponse impulsionnelle:
b, si0<n<gq

hn - .
0 sinon.

— réponse impulsionnelle finie (RIF)
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Filtres numériques

Filtre réponse impulsionnelle finie (RIF)

q
o Définition: H[z] = ijz_j d'ou la
=0

réponse impulsionnelle: T
b, si0<n<gq

0 sinon. I—' bo

— réponse impulsionnelle finie (RIF)

hy =

i
b

-1
@ Equation temporelle: z
q
Yn = Z bjZn—; b1
§=0
— moyenne mobile (moving 21

average: MA)
Yn

:
:
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Filtres numériques

Filtres récursifs (ou RII)

S et
— réponse impulsionnelle infinie (RII)

o Définition: H|z]

e Equation temporelle:
P

Yn = boxy — Z AiYn—i
i=1
— filtre (purement) récursif / filtre AR:
auto-régressif

O]
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Cas général: filtres ARMA
Z?‘:O bjzij q p
Hll = f5r—= | Yo = 2o bjn—j— 201 iYn—i

B O ]

T . . !

R O
() O
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Filtres numériques

Conception/choix d'un filtre numérique

o Filtres R(!F: .
H2| =Y bz yu=) bjwn
j=0 Jj=0

» exemple synthése en TD
» avantages/inconvénients:
+ stabilité
+ phase linéaire
— temps calcul, retards importants

e Filtres RIl / récursifs:

> g—0biz™ ! .
(e v

» synthése en fonction d'un gabarit donné: non traité!
» avantanges/inconvénients:

+ bonne performance
+ peu de coefficients et faible temps calcul
— instabilité possible
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Représentations énergétiques

@ Représentations énergétiques

V-1 SIC3601 2024



Représentations énergétiques

Energie et puissance

o Energie de z,,: | E, £ Z |2, |2

N
1
Pui PR lim o) 2
@ Puissance: | P, m oy |z

n=—

— Classification en énergie/puissance finie/infinie.
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Représentations énergétiques

Energie et puissance

o Energie de z,,: | E, £ Z |2, |2

N
1
Pui | P& lim —— § 2
o Puissance: | By = lm o N]wn]

n=—

— Classification en énergie/puissance finie/infinie.
@ énergie finie = puissance nulle

< Po>0= E, =0

V-2



Représentations énergétiques

Energie et puissance

V-2

o Energie de z,,: | E, £ E |2, |2
nez

1
Pui P2 lim — § 2
@ ruissance | fr = I ON + 1 N’w”’

— Classification en énergie/puissance finie/infinie.
@ énergie finie = puissance nulle
< Po>0= FE, =

o En traitement du signal: puissance et énergie sans dimension.

Si x,,: tension appliquée A une résistance R, puissance physique:
P _ J=al?
elec — TR -




Représentations énergétiques

Exemples de signaux

1

@ impulsion rectangulaire z,, = 0

E,=2N+1 P,=0

V-3

sine {—N,...

sinon.



Représentations énergétiques

Exemples de signaux

1 sine{-N,...,N}

@ impulsion rectangulaire z,, = _
0 sinon.

E,=2N+1 P,=0

@ échelon de Heaviside z,, = 1sin >0, 0 sinon. E, = oo P, =1/2
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Représentations énergétiques

Exemples de signaux

1 sine{-N,...,N}

@ impulsion rectangulaire z,, = _
0 sinon.

E,=2N+1 P.=0
@ échelon de Heaviside z,, = 1sin >0, 0 sinon. E, = oo P, =1/2

e exponentielle complexe z,, = 2" F = o P, =1
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Représentations énergétiques

Exemples de signaux

1 sine{-N,...,N}

0 sinon.

impulsion rectangulaire z,, =

E,=2N+1 P.=0
échelon de Heaviside z,, = 1sin >0, 0 sinon. E, = o0 P, =1/2

exponentielle complexe z,, = €27/ B, = o0 P, =1

sinusoide x,, = cos(27 fon + ¢):
b, =00 P, =1/2 (2fo ¢ Z)

V-3



Représentations énergétiques

Exemples de signaux

1 sine{-N,...,N}

0 sinon.

impulsion rectangulaire z,, =

E,=2N+1 P.=0
@ échelon de Heaviside z,, = 1sin >0, 0 sinon. E, = oo P, =1/2
e exponentielle complexe z,, = 2" F = o P, =1
@ sinusoide x,, = cos(27 fon + ¢):

Ey=00  Pp=1/2 (2fo ¢ Z)

@ rampe linéaire x,, = n sin > 0,0 sinon. E, = o P, =00

V-3



Représentations énergétiques

Signaux d'énergie finie

Utile de considérer les espaces vectoriels de signaux. En particulier:
Energie finie < > o/ [2n]? < 00 & , € L%(Z)
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Représentations énergétiques

Signaux d'énergie finie

Utile de considérer les espaces vectoriels de signaux. En particulier:
Energie finie < > o/ [2n]? < 00 & , € L%(Z)

e produit scalaire (z,y) anyn
neZ

@ norme et distance entre signaux:

1/2
|2 — || = (Z |Tn — $n|2>

ne”L

~~ erreur quadratique moyenne
e inégalité de Cauchy-Schwarz: |(z,y)| < ||z||.||y]]
@ projection orthogonale

V-4



Représentations énergétiques

Inter- et auto-corrélation en énergie

Pour des signaux d'énergie finie:

@ Inter-corrélation de x,, et y, en énergie:

Ve (k) =Y anyh 4, VEELZ
neZ

o Auto-corrélation de x,, en énergie:

Vek) = xnal_y, VEELZ
neL

° (k) = 7z (F)

V-5



Représentations énergétiques

Corrélation: exemple

1 sine{0,...,.N—-1
,xn:{ sine {0, N-1}

0 sinon.

Velk) = wnty =

nel

N—|k|l silkf<N-1,
0 si |[k| > N.
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Représentations énergétiques

Corrélation: exemple

{1 sine{0,...,N—1}
e I, = .
0 sinon.

Tp y Tp—k

0 00 A A A

Yolk) =Y anty i =

nel

N —|k| si|k]<N-1,
0 si k| > N .
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Représentations énergétiques

Corrélation: exemple

{1 sine{0,...,N—1}
e I, = .
0 sinon.

Tp y Tp—k

009 B A A

Yolk) =Y anry =

nel

N —|k| silk|<N-1,
0 si k| > N.
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Représentations énergétiques

Corrélation: exemple

{1 sine{0,...,N—1}
e I, = .
0 sinon.

Tp y Tp—k

XX X ) A A AAA

Yolk) =Y anty i =

nel

N —|k| si|k]<N-1,
0 si |[k| > N.

V-6



Représentations énergétiques

Interprétations de la corrélation

Yoy (k) = " wnyh 4, VkEZ
neZ

@ Lien avec le produit scalaire:

'ng(k) ={z.,y—k)
Ve (k) = (z,2._1)

~~ La corrélation est une mesure de colinéarité entre les signaux.

@ Lien avec la convolution:

Vay (k) = Tk x Y2y,

Vo (k) =z x 27y,
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Représentations énergétiques

Propriétés de la corrélation
e 1£(0) = E,: énergie du signal. = ~5(0) >0
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Représentations énergétiques

Propriétés de la corrélation
e 75(0) = E,: énergie du signal. = ~5(0) >0
@ Symétrie hermitienne (en effet: 3, cpwnuiy ) = Snez n_kul)

’ng(_k) = ’7;90(]{:)*
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Représentations énergétiques

Propriétés de la corrélation

V-8

e 75(0) = E,: énergie du signal. = ~5(0) >0
@ Symétrie hermitienne (en effet: 3, cpwnuiy ) = Snez n_kul)

’Ygecy(_k) = ’Y;x(k)*

@ Majoration (Cauchy-Schwarz):

Vay(F) = [,y —x)] <

(zwzm_m)w

neL nel

75(0)75(0)



Représentations énergétiques

Propriétés de la corrélation
e 75(0) = E,: énergie du signal. = ~5(0) >0
@ Symétrie hermitienne (en effet: 3, cpwnuiy ) = Snez n_kul)

’ng(_k) = ’Y;x(k)*

@ Majoration (Cauchy-Schwarz):

Vay (B)| = [z, y.—k)| <
1/2
(Z NS |yn—k|2> = /75(0)75(0)
neL nel

— |v&(k)| < ~£(0): autocorrélation maximale en zéro.
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Représentations énergétiques

Propriétés de la corrélation
e 75(0) = E,: énergie du signal. = ~5(0) >0
@ Symétrie hermitienne (en effet: 3, cpwnuiy ) = Snez n_kul)
’Ygecy(_k) = ’Y;x(k)*

@ Majoration (Cauchy-Schwarz):

Vay(F) = [,y —x)] <

1/2
(Z N |yn—k|2> = /75(0)75(0)

neL nel

— |v&(k)| < ~£(0): autocorrélation maximale en zéro.
o Semi-définie poSitiVité (en effet: =, 05 [SNy Ny, |* > 0)

Z)\)\ﬂx n;) >0, (N €C,n; €Z)
t,j=1
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Représentations énergétiques

Utilisation de la corrélation

e Cas d'un signal RADAR:
» signal émis: x,
» signal recu: y, = prp_p, version atténuée et retardée de x,,
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Représentations énergétiques

Utilisation de la corrélation

e Cas d'un signal RADAR:
» signal émis: x,
» signal recu: y, = prp_p, version atténuée et retardée de x,,

Voo (k) =yl 4

nez

— 3 bt
ne”z

= e (k —no)

= Corrélation maximale pour k = ng

@ lllustration dans un cas particulier: robustesse!
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Représentations énergétiques

Corrélation

Cas non bruité

Autocorrélation

IV-10

Signal initial
N g
50
3
a0
2
N 30
01 20
-1
10
-2
0
-3
e -10
20 40 60 80 -l0 -75  -50  -25 0 25
. Signal observé Intercorrélation
50
3
40
2
N 30
01 20
-1
10
-2
0
-3
e -10
20 40 60 80 -100 -75  -50  -25 0 25 50 75 100




Représentations énergétiques

Corrélation
Cas bruité

Signal initial

IV-11

— Sans bruit
— Avec bruit

Autocorrélation

~100

-75

—25 0 25

Intercorrélation

— Sans bruit
— Avec bruit




Densité spectrale d'énergie (1/2)

o La densité spectrale d'énergie est la transformée de Fourier de
I'auto-corrélation en énergie.

e(k) T Te(f)

cad:

LE() = Do ne e (k) = /[ ettt af

keZ
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Densité spectrale d'énergie (1/2)

o La densité spectrale d'énergie est la transformée de Fourier de
I'auto-corrélation en énergie.

e(k) T Te(f)

cad:

LE() = Do ne e (k) = /[ ettt af

keZ

@ Propriété essentielle: / Te(f)df =~5(0) = E,
[0,1]

= Energie dans une bande de fréquences = intégrale densité spectrale
d'énergie sur la bande

IV-12



Densité spectrale d'énergie (2/2)

Pour un signal déterministe, d’énergie

finie:

VE(k) = mpx 2ty

Lo (f) = IX(

f

)I?

IV-13




Densité spectrale d'énergie (2/2)

Pour un signal déterministe, d’énergie finie:

Vo(k) = a2y, T | TE(F) = [X(F)I?

«~ On retrouve |'identité de Parseval:

Bo= Y fef? = / X ()2 df

neL
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Représentations énergétiques

Densité interspectrale d'énergie

@ Densité interspectrale d'énergie ng(f):

7, (k) T Te (f)

o Pour des signaux d'énergie finie:

26y (k) = zp xS TS () = X(HY*(F)

IV-14



ha, Yn

—_— —>

IV-15

) H(f) |Y(f)

o Y(f) = H(H)X(f) et donc: |Y()* = [H(])I”IX(])*



Filtrage des signaux (énergie finie)
Iy hay Yn
X(f) H(f) |Y(H)

IV-15

o Y(f) = H(H)X(f) et donc: |Y()* = [H(])I”IX(])*

o Densité spectrale d'énergie:

Ly (f) = [H(HPTL(S)




L, ha, Yn Up, dn Un,

—_— b ] —>

X(f) H(f) |Y(f) U(f) G(f) |V

o Y(f) = H(H)X(f) et donc: |Y()* = [H(])I”IX(])*

o Densité spectrale d'énergie:

Ly (f) = [H(HPTL(S)

~~ Généralisation: (formule des interférences)

Fyq,-(f) = H(!f)G(!f)*F;I;,,L(' )
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Représentations énergétiques

Inter- et auto-corrélation en puissance
Pour des signaux de puissance finie, énergie infinie:

@ Inter-corrélation de x,, et y, en puissance:

1
Yoy (k) == lim

N
Nooo 2N + 1 Z TnYp_r, VEEZ
n=—N

e Auto-corrélation de x,, en puissance: V5 (k) = 5. (k)

1
V2(k) = lim

N
- : Vk € Z
Noo 2N + 1 n_z_:N Tndn—k> <

o Auto-corrélation égale a la puissance et maximale en zéro:
75(0) =P >0
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Représentations énergétiques

Densité spectrale de puissance

@ La densité spectrale de puissance est la transformée de Fourier de
I'autocorrélation en puissance.

2(k) EIP 12(7)| et donc / I2(f) df = 12(0) = P,
[0,1]

= Puissance dans une bande de fréquences = intégrale densité spectrale
de puissance sur la bande

o Filtrage:

IV-17



Signaux aléatoires 1

© Signaux aléatoires (1/2)

V-1 SIC3601 2024



Probabilités: rappels (1/4)

Espace probabilisé (©2,.4,P)
o (): ensemble des événements élémentaires
o w € Q: w est un événement élémentaire

o A: ensemble des événements (pas que élémentaires) auxquels on sait
associer une probabilité.

— Si A€ A, c'est que A C Q!
— Si A€ A, P(A) a un sens!
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Probabilités: rappels (2/4)

Variable aléatoire X.
o X:Q—-R w— X(w)

— en fonction de I'événement élémentaire w, qui survient on a une
«valeur aléatoire» X (w).

— On écrit X au lieu de X (w)
(abréviation: va=variable aléatoire).

o P(X e A)=P({w | X(w) € A})
@ va continue: densité de probabilité fx telle que:

P(X € A) = / fx(x)dx

va discréte: poﬁr toutes les valeurs de X possibles, P(X = z)
e Fonction de répartition: Fx(z) = P(X < x)
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Probabilités: rappels (3/4)

Espérance mathématique

o C'est une intégrale sur tous les événements élémentaires possibles.

E{X} = /Q X (w) dP(w)
@ Pour une va continue:
E{X} = /xfx(x) dx
et pour une variable discréte:

E{X} = > P(X = z)

x valeur possible de X
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Probabilités: rappels (4/4)

Vecteur aléatoire (ici: Z = (5 ) couple de dimension 2)

@ va continue: densité de probabilité fxy(z,y)
suite du transparent: va continue!

e indépendance lorsque fx y(z,y) = fx(z)fy(y)
e décorrélation lorsque E{XY} = E{X}E{Y}
@ Si X et Y indépendantes,

E{XY} = / 2y fxy (e, y) dody = / vy fx (@) fy (y) dudy

- < / xfx(x) d:r) < / yfy(y) dy) = E{X}E{Y}

— indépendance = décorrélation, réciproque fausse.

V-5



Signaux aléatoires 1

Signal aléatoire (temps discret)

Signal aléatoire (a temps discret) :=
famille indexée de variables aléatoires {x,,(.) }nez

(sur un espace probabilisé donné (€2, A, P))

V-6



Signaux aléatoires 1

Signal aléatoire (temps discret)

Signal aléatoire (a temps discret) :=
famille indexée de variables aléatoires {x,,(.) }nez

(sur un espace probabilisé donné (€2, A, P))

e n fixé: w— x,(w) est une variable aléatoire
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Signaux aléatoires 1

Signal aléatoire (temps discret)

Signal aléatoire (a temps discret) :=
famille indexée de variables aléatoires {x,,(.) }nez

(sur un espace probabilisé donné (€2, A, P))

e n fixé: w— x,(w) est une variable aléatoire

o w fixé: n+ x,(w) est une suite: une trajectoire du signal aléatoire
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Signaux aléatoires 1

Signal aléatoire (temps discret)

Signal aléatoire (a temps discret) :=
famille indexée de variables aléatoires {x,,(.) }nez

(sur un espace probabilisé donné (€2, A, P))

e n fixé: w i+ x,(w) est une variable aléatoire

o w fixé: n+ x,(w) est une suite: une trajectoire du signal aléatoire

Rqg:  » on notera simplement z,, le signal aléatoire
» Autres noms: série chronologique/temporelle

V-6



Signaux aléatoires 1

Exemple de signal aléatoire

Sinusoide avec phase aléatoire + bruit additif

(t) =cos(wyt +9) +b(t)

(t) =cos(wyt +9) +b(t)
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Signaux aléatoires 1

Signaux aléatoires temps discret: exemples

@ (ap)nez suite de va dans un alphabet fini (par ex. +1)
~ symboles de télécom (souvent i.i.d.)
~+ signal temps continu émis: x(t) = >, ., app(t — KT
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Signaux aléatoires 1

Signaux aléatoires temps discret: exemples

@ (ap)nez suite de va dans un alphabet fini (par ex. +1)
~ symboles de télécom (souvent i.i.d.)
~+ signal temps continu émis: x(t) = >, ., app(t — KT

e chaine de Markov: z,, € {w1,...,wk} et pour tout n:

P(2p41 = Wipyr |Tn = Wiy, Tne1 = Wipy_q5- - T = Wig)

=P(zn41 = Wiy |Tn = Wi,,) = Dinins
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Signaux aléatoires 1

Signaux aléatoires temps discret: exemples

@ (ap)nez suite de va dans un alphabet fini (par ex. +1)
~ symboles de télécom (souvent i.i.d.)
~~ signal temps continu émis: x(t) = >, arp(t — kT)

e chaine de Markov: z,, € {w1,...,wk} et pour tout n:

P(2p41 = Wipyr |Tn = Wiy, Tne1 = Wipy_q5- - T = Wig)

=P(zn41 = Wiy |Tn = Wi,,) = Dinins

@ processus harmonique: z,, = E Upe‘%”fp ol

p
fp 1 fréquences données,

Up : va complexes, centrées et décorrélées
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Signaux aléatoires 1

Loi d'un signal aléatoire

e Ensemble fini d'indices (n1,...,np):
Loi du vecteur (zp,,...,Zn,,) <> connaitre pour tout borélien B:

P((2ny,-- -+ @ny) € B)

e signal (z,)nez: indices en nombre infinil
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Signaux aléatoires 1

Loi d'un signal aléatoire

e Ensemble fini d'indices (n1,...,np):
Loi du vecteur (zp,,...,Zn,,) <> connaitre pour tout borélien B:

P((2ny,-- -+ @ny) € B)

e signal (z,)nez: indices en nombre infinil

La loi du processus (x;,)nez est donnée par I'ensemble des lois
de dimension finie.

V-9



Signaux aléatoires 1

Loi d'un signal aléatoire

e Ensemble fini d'indices (n1,...,np):
Loi du vecteur (zp,,...,Zn,,) <> connaitre pour tout borélien B:

P((2ny,-- -+ @ny) € B)

e signal (z,)nez: indices en nombre infinil

La loi du processus (zy,)nez est donnée par |I'ensemble des lois
de dimension finie.

~ |l suffit de connaitre P((zn,, ..., &n,,) € B) pour ny,...,ny
quelconques et M € N* fini quelconque.

Rq: J relations de compatibilité entre lois dimension finie < th. de
Kolmogorov
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Signaux aléatoires 1

Moments

Si loi de (xy,)nez non entiérement connue, regarder déja:

statistiques du
e moyenne: my(n) = E{z,} " second ordre
e fonction d'autocorrélation:
Yo (n,p) = E{(zn — ma(n))(zp — ma(p))*}

o fonction d'intercorrélation:

Yay (0, ) = E{(2n — ma(n))(yp — my(p))"}
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Signaux aléatoires 1

Moments

Si loi de (xy,)nez non entiérement connue, regarder déja:

statistiques du
e moyenne: my(n) = E{z,} " second ordre
e fonction d'autocorrélation:
Yz(n,p) = E{(zn — mz(n))(zp — ma(p))"}
o fonction d'intercorrélation:

Yay (0, ) = E{(2n — ma(n))(yp — my(p))"}

@ Rq: possibilité de regarder au dela du second ordre et définir des moments
d'ordre supérieur
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Signaux aléatoires 1

Signal gaussien

e z, (n € Z) est un signal aléatoire gaussien lorsque pour tout
ensemble d'indices (n1,...,nar), le vecteur (xy,,,...,zp,,) est
gaussien.
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Signaux aléatoires 1

Signal gaussien

@ 1, (n € Z) est un signal aléatoire gaussien lorsque pour tout
ensemble d'indices (n1,...,nar), le vecteur (xy,,,...,zp,,) est
gaussien.

@ signal gaussien: caractérisé par ses statistiques du second ordre
(moyenne, corrélation)
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Signaux aléatoires 1

Signal gaussien

@ 1, (n € Z) est un signal aléatoire gaussien lorsque pour tout
ensemble d'indices (n1,...,nar), le vecteur (xy,,,...,zp,,) est
gaussien.

@ signal gaussien: caractérisé par ses statistiques du second ordre
(moyenne, corrélation)

@ Rappels et remarques: (revoir le cours de probas!)

> vecteur gaussien caractérisé par moyenne et covariance
décorrélation = indépendance uniquement dans le cas gaussien
indépendance = décorrélation

vecteur gaussien = marginales gaussiennes

marginales gaussiennes + indépendance = vecteur gaussien
stabilité par transf. affine (~~ par filtrage également)

vV vy vy VvYyy

le cas gaussien se préte bien au calcul
» modélisation gaussienne souvent utilisée (au moins en premiére
approche)
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Signaux aléatoires 1

Stationnarité au sens strict

Certains signaux ont des propriétés statistiques qui ne changent pas au
cours du temps:

(Zn)nez stationnaire au sens strict lorsque, pour M, ny,...,nys et
@ | k quelconques:
(Tnys s Tnyy) € (Tny ks - - - Tny,+k) ONt Méme loi

stationnarité <> loi identique aprés décalage dans le temps
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Signaux aléatoires 1

Stationnarité au sens strict

Certains signaux ont des propriétés statistiques qui ne changent pas au
cours du temps:

(Zn)nez stationnaire au sens strict lorsque, pour M, ny,...,nys et
@ | k quelconques:
(Tnys s Tnyy) € (Tny ks - - - Tny,+k) ONt Méme loi

stationnarité <> loi identique aprés décalage dans le temps

= En particulier pour signal stationnaire strict:

Efwn} = Ef{onti}
E{(zn —my)(zp — ma)*} = E{(zn+r — ma)(@prr — my)™}
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Signaux aléatoires 1

Stationnarité au sens large

® | (zp)nez stationnaire au sens large lorsque:
- E{z,} = m, indépendant de n

- E{(zn — ma)(zp —ms)*} = 72(n — p)
ne dépend que de la difference n — p
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Signaux aléatoires 1

Stationnarité au sens large

® | (zp)nez stationnaire au sens large lorsque:
- E{z,} = m, indépendant de n

- E{(zn — ma)(zp — me)*} = 72(n —p)
ne dépend que de la difference n — p

@ stationnarité au sens strict = stationnarité au sens large

V-13



Signaux aléatoires 1

Stationnarité au sens large

® | (zp)nez stationnaire au sens large lorsque:
- E{z,} = m, indépendant de n

- E{(zn — ma)(zp —ms)*} = 72(n — p)
ne dépend que de la difference n — p

@ stationnarité au sens strict = stationnarité au sens large

Rq:  » stationnaire sens large = au second ordre = faiblement stationnaire
» on suppose souvent le signal centré: m, = 0 (voir transp. 18)
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Signaux aléatoires 1

Stationnarité: exemple

Zn = cos(won + @) avec:

wo € R, constante
® va uniformément répartie sur [0, 27] (fo = %1[072ﬂ]):
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Signaux aléatoires 1

Stationnarité: exemple

Zn = cos(won + @) avec:

wo € R, constante
® va uniformément répartie sur [0, 27] (fo = %1[072ﬂ]):

E{an} = /R cos(won + ) fa () dp
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Signaux aléatoires 1

Stationnarité: exemple

Zn = cos(won + @) avec:

wo € R, constante
® va uniformément répartie sur [0, 27] (fo = %1[07271.]):

27
E{z,} = /Rcos(won + @) falp)de = /0 cos(won + 90)% de

=0
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Signaux aléatoires 1

Stationnarité: exemple

Zn = cos(won + @) avec:

wo € R, constante
® va uniformément répartie sur [0, 27] (fo = %]1[07271.]):

2
E{z,} = /Rcos(won + o) fo(p)de = /0 cos(won + go)i dp

27
=0
2 1
E{znx;_.} = /0 cos(won + ¢) cos(wo(n — k) + gp)% de
_ cos(wok)
2

= stationnaire au sens large
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Simulations signal sinusoidal, phase aléatoire

X(t) = cos(wot +¢)

phase uniforme [0, 27]:

x(t) = cos(wot + §)

-025

-050

-075

-1.00
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Simulations signal sinusoidal, phase aléatoire

X(t) = cos(wot +¢)

phase uniforme [0, 27]: phase uniforme [0, 7/2]:

X(t) = cos(wot +9)

x(t) = cos(wot + §)

-025

-050

-075

-1.00
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Signaux aléatoires 1

Non stationnarité: exemple

Zn = cos(won + @) avec:

wo € R, constante
® va uniformément répartie sur [0, 5| (fo = = OW/Q])
2 .
E{z,} = / cos(won + go) dyp = — (cos(won) — sin(won))
v

2
E{zpz)_;} = / cos(won + ¢) cos(wo(n — k) + go) dp

_ cos(wok)  sin(wo(2n — k))
2 7'('

=> non stationnaire
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Signaux aléatoires 1

Corrélation

(xn)nez : signal stationnaire au sens large; m, = E{z,}.

e Fonction d'autocorrélation de (x,)nez:

¥z (k) = E{(zn — ma)(Tn—k — mz)"}

@ Intercorrélation de deux signaux stationnaires sens large:

Vay(k) = E{(zn —ma)(yn—r —my)"}

V-17



Signaux aléatoires 1

Cas des signaux centrés

Désormais signaux supposés centrés et stationnaires (sens large):
o E{z,} =my; =0 (pour tous les signaux)
— Expressions simplifiées:
» Autocorrélation:

Va(k) £ E{anay,_}

» Intercorrélation:

Yoy (k) £ E{zny;, 4}
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Signaux aléatoires 1

Cas des signaux centrés

Désormais signaux supposés centrés et stationnaires (sens large):
o E{z,} =my; =0 (pour tous les signaux)
— Expressions simplifiées:
» Autocorrélation:

Vo (k) £ Bl{wna),_;}
» Intercorrélation:
Yoy (k) 2 E{zny; 4}

e Dans I'espace des va L?(Q2), produit scalaire: (X,Y) := E{XY*}

— Yay(k) = (z.,y._1) mesure une colinéarité
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Signaux aléatoires 1

Propriétés de la corrélation

@ Symeétrie hermitienne:

’)’xy(/f> = E{xny;;—k}
= E{@n1yn} = (Yya(—FK))"
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Signaux aléatoires 1

Propriétés de la corrélation

@ Symeétrie hermitienne:

'me(k) = ('me(_k))*
Yz (k) = vz (k)"
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Signaux aléatoires 1

Propriétés de la corrélation

@ Symétrie hermitienne:

Yy (k) = (’Yy:v(_k))*
Yo (k) = vz (k)"

@ Majoration (Cauchy-Schwarz):

ey (F)| = (2. y.—&)]

< (E{|zal*YE{yn_s?}) "

V-19
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Signaux aléatoires 1

Propriétés de la corrélation

@ Symétrie hermitienne:

Yy (k) = (’wa(_k))*
Vo (k) = Y2(—k)"

@ Majoration (Cauchy-Schwarz):

|7xy(k)‘ < \/ 'Vz(O)'Vy(O)

— |72 (k)| < v2(0): autocorrélation maximale en zéro «~s puissance
~z(0) > 0!
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Signaux aléatoires 1

Propriétés de la corrélation

@ Symétrie hermitienne:

Yy (k) = (’Yy:v(_k))*
Vo (k) = Y2(—k)"

@ Majoration (Cauchy-Schwarz):

|'7:vy(k)‘ < \/ ’)/x(())’)/y(())

— |72 (k)| < v2(0): autocorrélation maximale en zéro «~s puissance
~z(0) > 0!

@ Semi-définie positivité (en effet: B{| SN, Ajon_n, (2} > 0)

N
Z /\2)\;’)/;3(713 — TLZ) > O, ()\z c (C,?’Li c Z)
ij=1
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Signaux aléatoires 1

Puissance

@ Puissance de (z,,)ncz, Stationnaire sens large:

Py £ E{‘an}

o P, =~,(0) (avec (wp)nez centré)
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Signaux aléatoires 1

Puissance

@ Puissance de (z,,)ncz, Stationnaire sens large:

Py £ E{‘an}

o P, =~,(0) (avec (wp)nez centré)

~~ Comment avoir E{|z,,|?} en pratique & partir de données?

o Rappel pour signal déterministe: P, = limy_ 400 ﬁ ZnN:_N |2 |2

~ Lien entre les deux définitions?
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Signaux aléatoires 1

Puissance

@ Puissance de (z,,)ncz, Stationnaire sens large:

Py £ E{‘an}

o P, =~,(0) (avec (wp)nez centré)

~~ Comment avoir E{|z,,|?} en pratique & partir de données?

o Rappel pour signal déterministe: P, = limy_ 400 ﬁ ZnN:_N |2 |2

~ Lien entre les deux définitions?

o Condition pour écrire: E{|z,,|>} = limy_ 100 ﬁ ZiV:_N |z,]? ?
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Ergodicité

o Comment accéder aux espérances E{g(zn,,...,Zn, )} ?
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Ergodicité

o Comment accéder aux espérances E{g(zn,,...,Zn, )} ?

e Signal stationnaire (x,)nez est dit ergodique lorsque:

N—>+OON+1ZQ n1+k""’x"7»M+k):E{g(xn17"'7ng)}

pour tout M > 1,nq1,...,ny € Z, et toute fonction g telle que
E{g(zn,,...,%n,, )} ait un sens.
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Ergodicité

o Comment accéder aux espérances E{g(zn,,...,Zn, )} ?

e Signal stationnaire (x,)nez est dit ergodique lorsque:

N—>+OO N+ 1 Zg Lny+ky - ’ng‘Hf) = E{g(‘rnp 7ng)}

pour tout M > 1,nq1,...,ny € Z, et toute fonction g telle que
E{g(zn,,...,%n,, )} ait un sens.

= Pour des signaux stationnaires et ergodiques, les moyennes statistiques
peuvent étre remplacées par des moyennes temporelles.

~ hypothése d'ergodicité faite dés que nécessaire
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Ergodicité: exemple

xp = cos(won + @) avec wy € R et @ uniforme sur [0, 27].

1i
Ngnoo2N+l Z n
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Ergodicité: exemple

xn, = cos(won + ®) avec wy € R et ® uniforme sur [0, 27].
e Siwg ¢ 7Z:

N cos(® + %) sin(wo(N + 1))

1
li = 1
MmN T 2 T A TN T ()
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Ergodicité: exemple

xn, = cos(won + ®) avec wy € R et ® uniforme sur [0, 27].
e Siwg ¢ 7Z:

N cos(® + %) sin(wo(N + 1))

1
li = 1
MmN T 2 T A TN T ()

=0=E{z,}

V-22



Ergodicité: exemple

xn, = cos(won + ®) avec wy € R et ® uniforme sur [0, 27].
e Siwg ¢ 7Z:

N

, 1 . cos(®+ 4 sin(we(N + 1))
1 n=1 2
MmN T 2 T A TN T ()
=0=E{z,}

N
. cos(wok)
PN 2 e = g Bl

= stationnaire et ergodique au sens large pour wy ¢ 7Z
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Ergodicité: exemple

xn, = cos(won + ®) avec wy € R et ® uniforme sur [0, 27].
e Siwg ¢ 7Z:

N

1 cos(® + ) sin(wo(N + 1))
li = 1li 2
R T D D T T e
n=—N 2
=0=E{z,}
N
) 1 cos(wok) .
aN T 2 e =y = i

= stationnaire et ergodique au sens large pour wy ¢ 7Z

@ Si wy € 27Z: stationnaire non ergodique car:
T, = cos ® et limy, Wlﬂ Z]_VN xy =cos® # E{x,} =0
e Siwy €7+ 27Z: Tp = (—1)"cos ®
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Signaux aléatoires 2

@ Signaux aléatoires (2/2)
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Signaux aléatoires 2

Résumé

(stationnarité, ergodicité)

e Signal aléatoire = suite de va

@ Signal stationnaire = loi invariante par translation

e Pour x,, stationnaire au sens large:
» moyenne my = E{z,}
» autocorrélation v, (k) := E{(x, — My )(@n—r — my)*}
» hypothése m, = 0, et donc

Vo (k) := E{wnay, 1}
72(0) = E{|x,|?} = puissance

o Si le signal est ergodique, espérances E{.} estimées par des moyennes
temporelles.
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Signaux aléatoires 2

Densité spectrale de puissance

@ Densité spectrale de puissance Fx(f):

Yolk) =5 To(f) 2 Y a(k)e 2™
keZ
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Signaux aléatoires 2

Densité spectrale de puissance

@ Densité spectrale de puissance l“x(f;):

Va (k) ' Fw(f) = Z'Vx(k)e_i%kf
kEZ

@ Propriété:

1/2

Py = 72(0) = / r,(f) df

—-1/2

Rq: Cas de non existence de la TF de ~,(k)?

~ Th. Herglotz: comme 7, (k) semi-déf. > 0 =
Il existe toujours une mesure spectrale de puissance
~~ raies dans le spectre <+ masse Dirac
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Comprendre la définition de T',(f)?

Densité spectrale de puissance: T',(f) £ Y okez ’yx(k:)e_i%kf

N ) 2
Z $k6—127rfk
k=1

1
N




Comprendre la définition de T',(f)?

Densité spectrale de puissance: T',(f) £ Y okez ’yx(k:)e_i%kf

N ) 2
Z :L,ke—127rfk
k=1

E{x }




Signaux aléatoires 2

Comprendre la définition de I',(f)?

Densité spectrale de puissance: T',(f) £ Y okez ’yx(k:)e_i%kf

N B L NN i
—i2n fk _ L x —i2mw f(k—1)
kz_:lwke TR} = N Z ZE{wkxl fe T

k=11=1

1
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Signaux aléatoires 2

Comprendre la définition de I',(f)?

Densité spectrale de puissance: T',(f) £ Y okez ’yx(k:)e_i%kf

N B L NN i
—i2n fk _ —i2mw f(k—1
kz_:lwke ! }—NZZ%(k—l)e i2m f(k=1)

k=11=1

1
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Comprendre la définition de T',(f)?

Densité spectrale de puissance: T',(f) £ Y okez ’yx(k:)e_i%kf

N B L NN i
—i2n fk _ —i2n f(k—I1
kz_:lwke ! }—NZZ%(k—l)e i2m f(k=1)
1

k=1 I=1

N-1 o

=5 > %p)e (N — |p|)
p=—(N-1)

1
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Signaux aléatoires 2

Comprendre la définition de I',(f)?

Densité spectrale de puissance: I',(f) £ Y okez ’yx(k:)e_i%kf

N i L NN i
-2 fk _ - o —i2n f(k—1)
kg_lwke ! } = i E E Yok — e

k=1 I=1

| Nl o

=% > e N - )
p=—(N-1)

2

1

= i Yo(p)e™ 277 (1 - %)

=—N
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Signaux aléatoires 2

Comprendre la définition de I',(f)?

Densité spectrale de puissance: I',(f) £ Y okez ’yx(k:)e_i%kf

N o T o
Zwke—l%rfk } _ N Z Z'Ya:(k o l)e—127rf(k—l)
k=1

k=1 I=1

| Nl o

=% > e N - )
p=—(N-1)

2

1

= ﬁ:}vw(p)e‘i%ﬁ’ (1 - %)

— I'2(f)  (convergence dominée)
N—o0

«~ théoréme de Wiener-Khintchine
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Signaux aléatoires 2

Filtrage d'un signal aléatoire

L, I, Yn

—_— f——

H(f)

@ x,: signal aléatoire stationnaire sens large
hy: réponse impulsionnelle déterministe d'un filtre stable

= sortie du filtre est signal aléatoire stationnaire au sens large donné par:

Yn = Z hn—kxk

keZ
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Signaux aléatoires 2

Filtrage d'un signal aléatoire

L, I, Yn

—_— f——

H(f)

@ x,: signal aléatoire stationnaire sens large
hy: réponse impulsionnelle déterministe d'un filtre stable

= sortie du filtre est signal aléatoire stationnaire au sens large donné par:

Yn = Z hn—kxk

keZ
@ Densité spectrale de puissance du signal filtré:

Ly(f) = [H(H)PPTa(f)

et pour les auto-corrélations: 7, (7) = v, (T) * 72(7)
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Bruit blanc

(€n)nez suite de va centrées, décorrélées, E{|e,|*} = o2.

@ (£, )nez est un signal aléatoire a temps discret stationnaire
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Bruit blanc

(€n)nez suite de va centrées, décorrélées, E{|e,|*} = o2.

@ (£, )nez est un signal aléatoire a temps discret stationnaire

@ Autocorrélation:
o2 sik=0,

Ye(k) = E{Engz—k} = U?‘Sk = { .
0  sinon.

o Densité spectrale: T'.(f) = >, Ye(k)emi2mkf = 52
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Bruit blanc

(€n)nez suite de va centrées, décorrélées, E{|e,|*} = o2.

@ (£, )nez est un signal aléatoire a temps discret stationnaire

@ Autocorrélation:

2 .
X o sik=0,
Ve(k) = E{eney,_} = 020, =14 ©
0  sinon.
o Densité spectrale: T.(f) = 3, 1-(k)e —i2mkf o2

— I (f) = constante: 5n est un bruit blanc numérique de puissance
E{len’} = 02 = f Ie(

Rq: si (en)nez independantes identiquement distribuées (iid), centrées, E{|e,|*} = o2,
c'est un bruit blanc (strict).
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Signaux aléatoires 2

Modélisation ARMA
@ x, suit un modéle ARMA(p, q) lorsque:

p q
Ty + E AiTp—i = Ep + E bjf-:n_j
i=1 j=1

pour un bruit blanc ¢, de variance o2 et des coefficients
P q
(@i)iz1 (bj)j:O'
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Signaux aléatoires 2

Modélisation ARMA
@ x, suit un modéle ARMA(p, q) lorsque:

p q
Ty + E AiTp—i = Ep + E bjf-:n_j
i=1 =1

pour un bruit blanc ¢, de variance o2 et des coefficients
(ai)zp:p (b] )?:O'
— modéle ARMA = filtrée d'un bruit blanc par filtre ARMA
Z?;o bz

Hz| = ———
12 1+3P aiz77

(avec by =1)
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Signaux aléatoires 2

Modélisation ARMA
@ x, suit un modéle ARMA(p, q) lorsque:

p q
Ty + E AiTp—i = Ep + E bjf-:n_j
i=1 j=1

pour un bruit blanc €, de variance o2 et des coefficients
(ai)le’ (bj )?:0'
— modéle ARMA = filtrée d'un bruit blanc par filtre ARMA
- Z?:O bz
1+3P aiz77
@ Densité spectrale d'un modéle ARMA:

Hlz] (‘avec by = 1)

30 by
1+ a;e—i2nfi

. (f) = |H[¢>] %02 =

£
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Signaux aléatoires 2

Modélisation ARMA
@ x, suit un modéle ARMA(p, q) lorsque:

p q
Ty + E AiTp—i = Ep + E bjf-:n_j
i=1 j=1

pour un bruit blanc €, de variance o2 et des coefficients
(ai)le’ (bj )?:0'
— modéle ARMA = filtrée d'un bruit blanc par filtre ARMA
- Z?:o bz
1+3P aiz77
@ Densité spectrale d'un modéle ARMA:

Hlz] (‘avec by = 1)

q _—i2nfj
Z]’:o bje

T f — | H[e27 1252 = —
() = [H[e*)) R

£

~ utilisation:
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Signaux aléatoires 2

Modélisation ARMA
@ x, suit un modéle ARMA(p, q) lorsque:

p q
Ty + E AiTp—i = Ep + E bjf-:n_j
i=1 j=1

pour un bruit blanc €, de variance o2 et des coefficients
(ai)le’ (bj )?:0'
— modéle ARMA = filtrée d'un bruit blanc par filtre ARMA
- Z?:o bz
1+3P aiz77
@ Densité spectrale d'un modéle ARMA:

Hlz] (‘avec by = 1)

q _—i2nfj
=0 bje

T f — | H[e27 1252 = —
() = [H[e*)) R

£

~ utilisation:
» estimation spectrale
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Signaux aléatoires 2

Modélisation ARMA
@ x, suit un modéle ARMA(p, q) lorsque:

p q
Ty + E AiTp—i = Ep + E bjf-:n_j
i=1 j=1

pour un bruit blanc €, de variance o2 et des coefficients
(ai)le’ (bj )?:0'
— modéle ARMA = filtrée d'un bruit blanc par filtre ARMA
- Z?:o bz
1+3P aiz77
@ Densité spectrale d'un modéle ARMA:

Hlz] (‘avec by = 1)

q _—i2nfj
=0 bje

T f — | H[e27 1252 = —
() = [H[e*)) R

£

~ utilisation:
» estimation spectrale

Vi » prédiction (— codage prédictif,...)



Modélisation ARMA: cas particuliers

Avec bruit blanc &,, de puissance o2:
@ série autorégressive AR(p):
- 1
$”+Zai$”—i:€n Hlz| = 1457 ae
i=1 Qi

=1

@ série moyenne mobile MA(q):
q q '
Ty = Ep +ij5n—j H[Z] = 1+ijz_5
j=1 j=1
e série harmonique: 02 =0

p
Tp + g iy =0
i=1
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Signaux aléatoires 2

Représentation spectrale

(xn)nez stationnaire et ergodique (sens large)
. 1 N .
o limoo 577 D" n [#n] = E{[zo|} est fini
= pour (presque) toute trajectoire, ¥, ¢ L' et idem z,, ¢ L>
— pas de TF des trajectoires au sens L' ou L?
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Signaux aléatoires 2

Représentation spectrale

(xn)nez stationnaire et ergodique (sens large)
. 1 N .
o limoo 577 D" n [#n] = E{[zo|} est fini
= pour (presque) toute trajectoire, ¥, ¢ L' et idem z,, ¢ L>
— pas de TF des trajectoires au sens L' ou L?

@ 3 une décomposition spectrale (Cramer-Khintchine):
Ty = /eizﬁnde(f) ol

> intégrale de Wiener (petite intégrale stochastique)

> (X(f))fe]—%,%] . processus unique, accroissements non corrélés.
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Signaux aléatoires 2

Représentation spectrale

(xn)nez stationnaire et ergodique (sens large)
. 1 N .
o limoo 577 D" n [#n] = E{[zo|} est fini
= pour (presque) toute trajectoire, ¥, ¢ L' et idem z,, ¢ L>
— pas de TF des trajectoires au sens L' ou L?

@ 3 une décomposition spectrale (Cramer-Khintchine):
Ty = /eizﬁnde(f) ol

> intégrale de Wiener (petite intégrale stochastique)
> (X(f))je—1 1) : processus unique, accroissements non corrélés.
272

— Eviter TF de signal aléatoire dans ce cours (mais TF fonction
d'autocorrélation — densité spectrale).
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Signaux aléatoires 2

Signal aléatoire (temps continu)

Signal aléatoire (a temps continu):=
famille indexée de variables aléatoires (x(t,.))wer

(sur un espace probabilisé donné (2, A, P))
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Signaux aléatoires 2

Signal aléatoire (temps continu)

Signal aléatoire (a temps continu):=
famille indexée de variables aléatoires (x(t,.))wer

(sur un espace probabilisé donné (2, A, P))

o ¢ fixé: w— x(t,w) est une variable aléatoire
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Signaux aléatoires 2

Signal aléatoire (temps continu)

Signal aléatoire (a temps continu):=
famille indexée de variables aléatoires (x(t,.))wer

(sur un espace probabilisé donné (2, A, P))

o ¢ fixé: w— x(t,w) est une variable aléatoire

o w fixé: t — x(t,w) est une fonction: trajectoire
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Signaux aléatoires 2

Signal aléatoire (temps continu)

Signal aléatoire (a temps continu):=
famille indexée de variables aléatoires (x(¢,.)):cr

(sur un espace probabilisé donné (2, A, P))

o ¢ fixé: w— x(t,w) est une variable aléatoire

o w fixé: t — x(t,w) est une fonction: trajectoire

Rg:  » on notera simplement x(t) le signal aléatoire
> Autres noms: processus stochastique/aléatoire
> difficultés théoriques par rapport au temps discret (continuité, dérivabilité,

bruit blanc,. . .)
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Signaux aléatoires 2

Signaux aléatoires temps continu: exemples

x(t) = cos(wot + P)

avec:

wo constante
® variable aléatoire, uniformément répartie sur l'intervalle [0, 27]
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Signaux aléatoires 2

Signaux aléatoires temps continu: exemples

x(t) = cos(wot + )

avec:

wo constante
® variable aléatoire, uniformément répartie sur l'intervalle [0, 27]

@ Avec un bruit additif:

y(t) = z(t) + b(t) = cos(wot + ) + b(t)

b(t) : terme aléatoire de bruit, de moyenne nulle
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Signaux aléatoires 2

Processus de Poisson
N(t) est un processus de Poisson homogéne lorsque:

(i) N(0)=0

(i) accroissements indépendants: N(t2) — N(t1), N(t3) — N(t2), ...,
N(t,) — N(t,—1) sont va indépendantes pour t; <ty < ... <t,.

(iii) N(t) — N(s) ~ loi de Poisson de paramétre \(t — s) pour s < t cad:
VkEZ  P(N(t) — N(s) = k) = e~ Mt=s) Q)T

Processus de Poisson Processus de Poisson

Tem ps
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Signaux aléatoires 2

Mouvement brownien / processus de Wiener
B(t) est un processus de Wiener lorsque:

(i) B(0)=0

(ii) accroissements indépendants: B(ta) — B(t1), B(ts) — B(t2), ...,
B(t,) — B(t,—1) sont va indépendantes pour t; <ty < ... <tp,.

(iii) B(t) — B(s) ~N(0,t— s) (gaussienne) pour s < t cad:
P(B(t) — B(s) < a) = \/ﬁ ffoo e du

Mouven entbrownien

(] 20000 40000 60000 80000 100000
Tem ps Tem ps
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Signaux aléatoires 2

Bruit blanc & temps continu

@ bruit blanc a temps continu:
» densité spectrale de puissance constante T'.(f)
» autocorrélation: . (1) = %(5(7)
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Signaux aléatoires 2

Bruit blanc & temps continu

@ bruit blanc a temps continu:

» densité spectrale de puissance constante I'.(f) = %
» autocorrélation: . (1) = %6(7)
» Probléme: _ o [T No .
P. = E{|e(0)|*} = 7df——|—oo

~ bruit blanc temps continu <> densité spectrale constante sur une «large
bande fréquence» [—B, B], o B > bande passante
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Temps continu

@ Systémes a temps continu: filtrage et modulations

VII-1 SIC3601 2024



Systéme

@ Modéliser ce qui se passe lors:

» transmission du signal (canal de propagation,...)
» traitement du signal (restauration au récepteur,.. .)
» toute autre modification

e Systéme: dispositif qui & un signal d'entrée associe un signal de sortie

x(t) y(t) = Llx(7), 7 € R](?)

O o pWs
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L Teres continu |

Propriétés possibles des systéme

o linéarité
Az (t) L[] y(t) = My1(t) + Aaya(t)
+Xoxa(t) ' = M L[z1(7), 7 € R](t) + Ao L[z2(7), 7 € R](£)

@ instantanéité: la sortie ne dépend que du présent

(t) L) y(t) = Llz(r), 7 € R(t) = Llz(t)](?)

@ causalité: la sortie ne dépend que du passé

o) [ |y = L), € R = Lle(r),m < ()

@ invariance:
T(t) = x(t —to) ‘ y(t) = Llz(7),7 € R|(t — to) = y(t — to)
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Exemples de systémes

‘ ‘ linéaire ‘ instantané ‘ causal ‘ invariant

y(t) = x(t) non oui oui oui

y(t) = sin(xz(t)) non oui oui oui

y(t) = m(t)z(t) oui oui oui non

+0o0

y(t) = h(t,0)x(0) do oui non non non
1_00 t+a

y(t) = %/t_a x(0) db oui non non oui
1 [

y(t) = —/ x(0) do oui non oui oui

0 =55 [, =0
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Filtre

° |Fi|tre = systéme linéaire, invariant dans le temps (et continu) |
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Filtre

° |Fi|tre = systéme linéaire, invariant dans le temps (et continu) |

o Exemple: filtre RC

Ody(t) — ’L( ) ( )
{x(t;tz Ri(t) + y(t) = RCT +y(t) = x(t)
Solution (nulle en 0): y RC’/ Je~ =0

» |nvariance: composants ne vieillissent pas
» Linéarité: principe de superposition
» Continuité: admise (justification physique)

@ Rq: éq. différentielle (temps continu) < récurrence (temps discret)
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Filtrage d'un signal exponentiel

e Avec z(t) = 2! en entrée (2 € C):

y(to) = Liz(7), 7 € R|(tg) = L[z", T € R](to)
= L[z" "% + € R](tp)
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Filtrage d'un signal exponentiel

e Avec z(t) = 2! en entrée (2 € C):

y(to) = Liz(7), 7 € R|(tg) = L[z", T € R](to)
= L[z" "% + € R](tp)

linéarité
! =L 1 € R](tg) = 2 L[x(T — to), T € R](to)
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Filtrage d'un signal exponentiel

e Avec z(t) = 2! en entrée (2 € C):

y(to) = Liz(7), 7 € R|(tg) = L[z", T € R](to)

= L[z" "% + € R](tp)

o =L 1 € R](tg) = 2 L[x(T — to), T € R](to)
variance | _ o1 fa(r), v € Bl(to — 1o) = y(0)2"

linéarité £
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L Teres continu |

Filtrage d'un signal exponentiel

e Avec z(t) = 2! en entrée (2 € C):

y(to) = Liz(7), 7 € R|(tg) = L[z", T € R](to)
= L[z7 ot ¢ R](to)
=L 1 € R](tg) = 2 L[x(T — to), T € R](to)

linéarité £ ]
invariance i _ ZtOL[x(T),T € R](to — to) = (O)Zto

@ | Les signaux t — 2! sont des signaux propres des filtres

° / dépend de z

s =2 | gy [u® =0

—_— —
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L Teres continu |

Filtrage d'un signal exponentiel

e Avec z(t) = 2! en entrée (2 € C):

y(to) = Liz(7), 7 € R|(tg) = L[z", T € R](to)
= L[z7 ot ¢ R](to)
=L 1 € R](tg) = 2 L[x(T — to), T € R](to)

linéarité £ ]
invariance i _ ZtOL[x(T),T € R](to — to) = (O)Zto

@ | Les signaux t — 2! sont des signaux propres des filtres

° / dépend de z
s =2 | gy s =0
eiZﬂfot H(fo)eiZWfot
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Relation entrée-sortie d'un filtre

ei?Trfot

VII-7
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H(f0)€i27rfot



Relation entrée-sortie d'un filtre

l. €i27rf0t L[] H(f0)€i27rf0t
éarité . .
(linéarité) S, X ei2m it S H(fk)Xkel%fkt
°
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Relation entrée-sortie d'un filtre

€i27rfot LH H(f0)€i27rf0t
linéarité } s |
E+ conttir)luité) 2 Xpe2mint S H(frx) Xpet?m /st
x(t) :/X(f)emft df y(t) :/H(f)X(f)eunft af
(] R R
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L Teres continu |

Relation entrée-sortie d'un filtre

(linéarite)

(+ continuité

VII-7

ei27rf0t LH H(fo)ei27rfot
) Zk Xkei27rfkt Zk H(fk)Xkei%rfkt
xwzéxm&m# yw:Amemﬂm#

L'entrée et la sortie d'un filtre sont liées par:

» H(f) = réponse fréquentielle
» |H(f)| = gain en fréquence
» ArgH(f) = phase du filtre




L Teres continu |

Relation entrée-sortie d'un filtre

(linéarite)

(+ continuité

€i27rf0t LH H(f0)€i27rfot
) Zk Xkei27rfkt Zk H(fk)Xkei%rfkt
w@zAXmﬁm# yw:Amem&m#

L'entrée et la sortie d'un filtre sont liées par:

Y(f)=H(NX() <= yt)=h)xx()

» H(f) = réponse fréquentielle T h(t)
» |H(f)| = gain en fréquence
» ArgH(f) = phase du filtre

» h(t) = réponse impulsionnelle du filtre

~ convolution!
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Temps con

Convolution et filtrage, exemples

tinu

h(t)
H(f)
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Temps continu

Convolution et filtrage, exemples
o (1) h(t) y(t) = h(t) x z(t)
° X(f) H(f) |Y(f)=H(f)X(f)

1 t+T1/2

o Ex: h(t) = {T i<z y(t) = :7/ (0) do

0 sinon t—T/2

VII-8

y(t) = h(t) x 2(t) = /R h(O)a(t — 0) 6| = /R h(t — 0)2(6) b



Temps continu

Convolution et filtrage, exemples
(1) h(t) y(t) = h(t) x z(t)

(] A >

° X(f) H(f) |Y(f) = H()X(f)

y(t) = h(t) x 2(t) = /R h(O)a(t — 0) 6| = /R h(t — 0)2(6) b

L osif<? 1 [tT/2
e Ex: h(t) = {g sin‘o‘n 2 yt) = T/t s x(6) db

@ Pour une image: 2D et discret (pixels)

y(u,v) = // h(0,8)z(u—0,v—&) did¢
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Temps continu

Convolution et filtrage, exemples

x(t) h(t) y(t) = h(t) » x(t)
X(f) H(f) |Y(f) = H()X(f)

mwzhapmayiéhwn@—eww:iéh@—mamde

1 t+T/2

1

0 sinon T Ji—t)2

.&m@:{T“W—2—W@=—/ (0) do

@ Pour une image: 2D et discret (pixels)

VII-8
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Convolution et filtrage, exemples

. o) [ b Jui) =
° X(f) H(f) |Y(f)
y(t) = h(t) x 2(t) = / h(0)x(t — 0) b
R
e T st <3
° Bx hit) = {(:)F sinon 2

VII-8

kEZ leZ

Si un seul pixel blanc dans z, »:
xoo=1letxy,=0sim#0oun#0
Alors: Ym.n = hump

1 [tT/2
—y(t) = T/t s x(0) do

@ Pour une image: 2D et discret (pixels)

Ymn = D D Mk kn



Insuffisance des fonctions

e Signaux périodiques: ¢ L'(R) et ¢ L2(R)!
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Insuffisance des fonctions

e Signaux périodiques: ¢ L'(R) et ¢ L2(R)!

@ Ex1: charge d'un condensateur it

i(t) ¢
1 on= / i(0) do
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Insuffisance des fonctions

e Signaux périodiques: ¢ L'(R) et ¢ L2(R)!

@ Ex1: charge d'un condensateur Z,(ts

. Q1)
i(t) t
_1L Q) :/ i(6) do

0
~ i(t) =0 pour t # 0 et [%_i(t)dt = Qy (charge finale)
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Insuffisance des fonctions

e Signaux périodiques: ¢ L'(R) et ¢ L2(R)!

@ Ex1: charge d'un condensateur Z’(tE

. Q1)
i(t) t
_1L Q) :/ i(6) do

0
~ i(t) =0 pour t # 0 et [%_i(t)dt = Qy (charge finale)
@ Ex2: densité de charge/masse

o s

~~ Charge en r9: Qo = [[[ 6y, (r) dr avec &, nulle sauf en r.

@ Ex3: rebond d'une balle sur un mur,...
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Suite de fonctions qui converge vers un Dirac

o4(x)

1
® ¢p(x) —— 0 pour z # 0 et ¢,(0) —— 400
n—+00 n—+00

o [ptn(x)dr=1
e On dira que lim;,_, { o ¢y, (t) = 0(¢): impulsion de Dirac
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Filtrage et impulsion

@ Ex: mesure de la valeur instantanée x(t)

Appareil non idéal: (temps de réponse # 0,. ..
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Filtrage et impulsion

@ Ex: mesure de la valeur instantanée x(t)
Appareil non idéal: (temps de réponse # 0,...)

h(t)

Nl=

— L [ 2(0)h(t — 0) b

1 ; T |H
o Modele filtre: h(t):{g sitel0.T] T

o0 |y [0 =k xa)
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Filtrage et impulsion

@ Ex: mesure de la valeur instantanée x(t)
Appareil non idéal: (temps de réponse # 0,...)

h(t)

Nl=

— L [ 2(0)h(t — 0) b

1 ; T |H
o Modele filtre: h(t):{g sitel0.T] T

o0 |y [0 =k xa)
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Filtrage et impulsion

@ Ex: mesure de la valeur instantanée x(t)
Appareil non idéal: (temps de réponse # 0,...)

h(t)

Nl=

— L [ 2(0)h(t — 0) b

1o -
o Modele filtre: h(t):{g sitel0.T] T

o0 |y [0 =k xa)

@ | réponse impulsionnelle = réponse a §(t) en entrée
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Impulsion de Dirac 6(¢)
a € R fixé quelconque.

o Pour tout signal z(t): [, 6(9)x(6) dd = x(0) (définition) et plus
généralement:

/ 5(0)x(a—0)do = / 0(a—0)x(0)db = z(a)
R R
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Impulsion de Dirac 6(¢)
a € R fixé quelconque.

o Pour tout signal z(t): [, 6(9)x(6) dd = x(0) (définition) et plus
généralement:

/ 5(0)x(a—0)do = / 0(a—0)x(0)db = z(a)
R R

@ Propriétés:

» 2(t)6(t —a) = z(a)d(t — a)
> 2(t) *x 5(t) = x(t) et x(t) * 6(t — to) = x(t — to)

» dérivation en cas de «saut»: dt‘ig) =4(t)
ol u(t) = échelon unité.
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Spectre de raies

VII-13

o Signaux périodiques: ¢ L'(R) et ¢ L2(R)!

@ Dirac et transformée de Fourier:

(5(t—t0) —)6

ei2rfot I8, 5(f — fo)
o(t) —

—i27 fto




Spectre de raies

o Signaux périodiques: ¢ L'(R) et ¢ L2(R)!
@ Dirac et transformée de Fourier:

(5(t—t0) —)6

127rf0t TF

— 0(f = fo)

—i2m fto (S(t) i

@ Spectre de raies:

ZX 6127r t

X(f) = Y Xid(f — )

kEZ keZ
(5
X, 1 X(f)
0
X o X1 X,
i Lo/
R
T
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Filtrage et densité spectrale (rappels)

a(t) ht) |y
X(f) H(f) |Y(f)

o Signaux d'énergie finie, Y (f) = H(f)X(f) et donc:
Y (NP = [H(HPIXS)P
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Filtrage et densité spectrale (rappels)

(t) h(t) y(t)
X(f) H(f) |Y(f)

o Signaux d'énergie finie, Y (f) = H(f)X(f) et donc:
Y (NP = [H(HPIXS)P

@ Pour la densité spectrale d'énergie ou puissance en général:

Ly(f) = [H(f)"Tx(f)

et pour les auto-corrélations: 7, (7) = v, (T) * 72 (7)
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Filtrage et densité spectrale (rappels)

w1 (t) hi(t)  |yi(?) 210 ho(t)  |y2(t)
X1(f) Hi(f) |Yi(f) Xa(f) Hy(f) |Ya(f)

o Signaux d'énergie finie, Y (f) = H(f)X(f) et donc:
Y (NP = [H(HPIXS)P

@ Pour la densité spectrale d'énergie ou puissance en général:

Ly(f) = [H(f)"Tx(f)

et pour les auto-corrélations: 7, (7) = v, (T) * 72 (7)

~~ Genéralisation: ', (/) = Hi(f)Ho(f) Ty 0 (f) (formule des
interférences)
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Causalité
Soit un filtre de réponse impulsionnelle h(t).
o | Filtre causal & h(t) =0 Vt<O.
o
+» sortie y(t) = / h(0)x(t — 0) df ne dépend alors que des valeurs de
0
xz(1), 7 < t.
— Un filtre causal n'anticipe pas |'avenir.
~~ Causalité vérifiée pour les systémes physiques, mais pas toujours imposée ni

VII-15

nécessaire selon le contexte (ex: traitement d'une bande son pré-enregistrée)



Stabilité

Soit un filtre de réponse impulsionnelle h(t).

o Filtre stable: lorsque a toute entrée bornée correspond une
sortie bornée.

o Filtre stable < / |h(t)| dt < 400
R

- Il existe d'autres notions de stabilité (ex: entrée transitoire <> sortie
tend vers 0 a I'c0)
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Retard de phase / groupe

o Etude d'un milieu de propagation:
équations de la physique & une fréquence — réponse a une excitation
sinusoidale permanente

~ <> réponse différente selon f

H(f) = A(f)e?mD)

VII-17



Retard de phase / groupe

o Etude d'un milieu de propagation:

équations de la physique & une fréquence — réponse a une excitation
sinusoidale permanente

~ <> réponse différente selon f

H(f) = A(f)e?mD)

o Filire: autour de fo, (f) =~ do + G5 (f — fo)
» temps de propagation de phase: 7p(fy) £ —%
0

> temps de propagation de groupe: 7,(fy) = %;fm

— importance des filtres a phase linéaire

VII-17



Modulation

@ Modulation = adaptation d'un signal initial pour la transmission
» modulante m(t) = signal informatif, basse fréquence et bande limitée
[_Bv B]
Ex: parole, télévision,. ..

» porteuse p(t) = signal haute fréquence qui permet le transport de la
modulante

Ex: p(t) = Acos(2m fot + ¢) avec fo >> B.
m(t)

p(t) x(t) =

— | modulation }——

e démodulation = opération inverse (a la réception)
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Modulations analogiques

Porteuse: p(t) = Acos(2m fot + ) = Acos(P(t))
~> Inclure dans p(t) l'information de la modulante m(t)?
e Modulations linéaires: m(t) — A(t)
» modulation d’ A(t) =14 km(t)
» modulation d’ A(

» Modulation de fréquence (FM): m(t) — Y %dﬁgt)
» Modulation de phase: m(t) — (t)

~ En numérique, des modulations semblables permettent de transmettre
des symboles!
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Modulation amplitude avec porteuse

° AIIure II (

Mll"llllnmnnlmlllllﬂll“’"llllllm Ajl:ﬁf

—



Modulation amplitude avec porteuse

il an

@ Spectre:

X(f) = (5( 1) + kM f)> R0 1)




Modulation amplitude avec porteuse

lllllmnmmmlllllllllll"lllllllm A

X(f) = ((f Jo) + EM(F — fo) +6(F + fo) + kM(f + fo>)
!X(f)!

—fo Jo
AA / AL
VII-20 2B 2B




Démodulation non cohérente

o Détecteur d'enveloppe:

x(t) = (1 + km(t)) cos(2m fot) (1 + km(t)

N
‘ | I \” h km(t) (t) 11
HH‘ \‘ ‘ “ ‘\H
(il

wt Iy

HH \h ”H\"HH H‘ HH‘MH)

th
L

= récepteur tres simple mais uniquement pour modulation avec porteuse
et sans surmodulation:
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Modulation amplitude sans porteuse

@ Allure temporelle (modulante sinusoidale):
x(t) = km(t) cos(2m fot)




Modulation amplitude sans porteuse

@ Allure temporelle (modulante sinusoidale):
x(t) = km(t) cos(27 fot)

f=rfo)+o(f+ fo)
2

X(f) = kM (f)



Modulation amplitude sans porteuse

@ Allure temporelle (modulante sinusoidale):
x(t) = km(t) cos(2m fot)

X() = (307~ o)+ M+ o))
X()

7 -

2B




Modulation BLU

@ bande signal modulé en amplitude = 2x celle de mﬁt)

M(f)|
— inutile de garder la partie symétrique de M (f) | |
e Bande latérale unique (BLU): !

X .
‘fo f f‘
- B
e Bande latérale résiduelle X (/)|

‘f | f KL

Utilisation: télévision analogique
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Modulation en quadrature

e Transporter 2 signaux réels p(t) et ¢(t) sur une méme fréquence
porteuse:

& transporter le

» p(t) = composante en phase
» ¢(t) = composante en quadrature

o Expression temporelle signal moduleé:

x(t) = p(t) cos(27 fot) — q(t) sin(27 fot)
@ Représentation schématique du spectre:

X ()]

LB\ A\

—fo Jo
e Utilisation: signal NTSC, modulation numérique
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Echantillonnage

© Echantillonnage

VIll-1 SIC3601 2024



Echantillonnage

De I'analogique au temps discret

x(t),t € R: signal a temps continu.

e échantillonner z(t) = recueillir une suite discréte de valeurs et former
le signal a temps discret

zp 2 x(nT.),n€Z

= période d’échantillonnage
1/T. = fréquence d’échantillonnage

> T,
> fe

VIII-2



Echantillonnage

De I'analogique au temps discret

x(t),t € R: signal a temps continu.

e échantillonner z(t) = recueillir une suite discréte de valeurs et former
le signal a temps discret

zp 2 x(nT.),n€Z

» T, = période d'échantillonnage
» fo=1/T. = fréquence d’échantillonnage

o Se contenter des échantillons x,, au lieu de x(¢)?
Est-ce possible sans perdre d'information?
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Le peigne de Dirac

@ Peigne de Dirac: I, ( Zé t —ka)
kEZ

L

—4a —3a —2a —a 3a  4a 111,

est une distribution tempérée, periodique
développement en série de Fourier: IIL,(t) =13, /e &2

@ Transformée de Fourier d'un peigne de Dirac: c'est un peigne de Dirac!

TF 1

— ML (f)

1L, (6) <5 <
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Echantillonnage

Signal échantillonné temps continu

@ signal échantillonné a temps continu:

ze(t) £ a(t)y, (1) = Y @(kT.)S(t — kT.)
kez

— x.(t): permet d'étudier I'effet de I'échantillonnage par un formalisme a
temps continu.

Vill-4



Echantillonnage

TF du signal échantillonné (calcul)

£el(t) = 2Oz (1) ™5 Xo(f) = X(f) * (

VIII-5



Echantillonnage

TF du signal échantillonné (calcul)

relt) = 27, (1) ™ Xo(f) = X(f) + (

et donc
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Echantillonnage

TF du signal échantillonné (calcul)

rolt) = (O, () 5 X, = X() + (11 (1)
et donc
1 1 k
X(7) = X(0)w (10, (1)) = X(7) (— S s - 7))
€ € kez €
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Echantillonnage

TF du signal échantillonné (calcul)

rolt) = (O, () 5 X, = X() + (11 (1)
et donc
1 1 k
Xe(f) = X (f)* <fmT1<f>> = X(f)* (— > o(f - ?)>
e e kEZ e
= LS X() 8 )
€ kez €
= LX)
€ kez ¢
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Echantillonnage

TF du signal échantillonné

relt) = (o)1, () ™5 X () (104 ()

e Te

Xf) =5 X - )

¢ kez

— Xe(f) est une version périodisée de X (f): «repliement» du spectre

signal spectre
~> | échantillonné < périodique
périodique < discret
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Echantillonnage

Echantillonnage: interprétation graphique du spectre

X(f)

X s €
e(f) keZ

fe>2B

VIII-7 SIC3601 2024



Echantillonnage

Echantillonnage: interprétation graphique du spectre

X(f)

Xe(f) ” €
kEZ

fe>2B

2f€

Xe(f)

fe <2B

_2fE _fE fe 2f€ 3f€
recouvrement de spectre

VIII-7 SIC3601 2024



Echantillonnage

Echantillonnage: interprétation graphique du spectre

X(f)

Xe(f) ” €
kEZ

fe>2B

Zte fe 2fe

Xe(f)

fe <2B

_2fE _fE
recouvrement de spectre

@ f. > 2B = reconstruction possible par filtrage passe-bas
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Théoréme de Shannon-Nyquist

o z(t) de bande limitée [—B, B| est entiérement défini par les
échantillons xz(nT,),n € Z prélevés a une fréquence f. =1/T, > 2B.

— formule exacte d'interpolation:

2(t) = > w(kT,)sinc(m fo(t — kT.))

kEZ

«~ bande limitée <> variations pas trop rapides du signal entre deux
échantillons
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Echantillonnage

Echantillonnage d'un signal analogique bande limitée

Signalanabgijue de départ et son spectre

-1
9000 0002
0.

0004 0008 0008 0010

0004
0003
0.002
0001

0.000
o

5000

conditions Shannon-Nyquist

Echantilbnnage & 6250.000000 Hz

HHIA‘AHMM.

,, | LA ' "r I T ‘ji k' ‘Y"‘VvA

-1
6000 0002 0004 0006 0008 00

0004

0.003]

VIII-9

10

sous-échantillonnage
Echantilbnnage 4 3846.153846 Hz

‘ !H”"'! ' :H,

-1
9000 0002 0004 0008 0008 0010
0.

0005

0.004

0.003




Echantillonnage d'un sinus (1/3)

Signal analogique et échantillonnage dans les conditions de Shannon:

N Signal analogique de départ et son spectre N Echantillonnage & 1000.00 Hz
075
050
025
0.00
025
050
075
-1
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
o 0
0.08 0.08
0.06 0.06
004 0.04
0.02 0.02
o 0.00
250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
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Echantillonnage d'un sinus (2/3)

Signal analogique et échantillonnage dans les conditions de Shannon:

N Signal analogique de départ et son spectre 5 4 625.00 Hz
T O O O O L
075 oyl M i L
O 1 I O T | O TR .
050 osoff i i O Y O 1 A
1 1| 3 il I K I H il
025 o2sdlli il (Y L HE ol affi !
[ i [ i TR | i
i IR (] l MLl T
000 0 - L LE i i
! ifTF Tl T i illli [ i !
T A L R
-02s SR I L A A L
i R i
~050 —os0] I ! il i i hi
AR A 1 {1 A | A1
075 sy A Co g g
R R i iff i i i i | 4 iff
S50 %2 0%t obe 0% 010 o0 002 oos o%e 0% 010
0 0
0.08 0.08
0.06 0.06
008 008
002 002
o 000
2o s 7 10 10 a0 1m0 2000 %0 500 750 1000 1as0 130 1750 2000
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Echantillonnage

(3/3)

un sinus

Echantillonnage d

Effet d'un sous-échantillonnage

311111 Hz

2

500 750 1000 1250 1500 1750

250

4185.19 Hz

-0550
-075
0.08
0.06
004
0.02

500 750 1000 1250 1500 1750 2

250

-050
-075
0.08
0.06
0.04
0.02
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Echantillonnage

Interpolation
Signal interpolé a partir d'échantillons x,,,n € Z:

B(t) = wnl(t—nT.) = (Z T8t — nTe)) *1(t)

nez ne”L

@ bloqueur d'ordre zéro:

| |
. I(t)

@ interpolation linéaire:

@ interpolation de Lagrange, ...
VIII-13



Echantillonnage

La base des sinus cardinaux

Signal interpolé a partir d'échantillons x,,,n € Z:

Zmn t—nTy) (an (t —nTe)

) *1(t)

nez neZ
I(t) = sinc(m fet)
AR
’ AN
==~ /, A Pl I t
— T =~
t
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Echantillonnage

Une autre vue de la formule d'interpolation

o {sinc(2nB(t —
limitée [—B, BJ.
e Projection de z(t) sur les signaux bande limitée [—B, BJ:

: k .
= Z aysinc (2773(15 - ﬁ)> avec:

keZ

2B }keZ base orthonormée des signaux a bande

an :/Rx( )sine (2773(15—%)) dt

e Si z(t) a bande limitée, alors (cf. TD):

k
_= —_— - i |
ap =1 <2 > . échantillon!

e Problématique (récente): projeter sur une base mieux adaptée (faible
nombre de ay, #0,...) ?
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Echantillonnage

Echantillonnage/interpolation pratique

e En pratique, erreur dans échantillonnage des valeurs z(nT;):
échantillonneur bloqueur ou suiveur est plus réaliste.
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Echantillonnage

Echantillonnage/interpolation pratique

e En pratique, erreur dans échantillonnage des valeurs z(nT;):
échantillonneur bloqueur ou suiveur est plus réaliste.

@ Interpolation par insertion de zéros et filtrage passe-bas numérique
(ex. TD)
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Echantillonnage

Echantillonnage/interpolation pratique

e En pratique, erreur dans échantillonnage des valeurs z(nT;):
échantillonneur bloqueur ou suiveur est plus réaliste.

@ Interpolation par insertion de zéros et filtrage passe-bas numérique
(ex. TDO)

@ Echantillonnage en présence de bruit:
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Echantillonnage

Echantillonnage/interpolation pratique

e En pratique, erreur dans échantillonnage des valeurs x(nTp):
échantillonneur bloqueur ou suiveur est plus réaliste.

@ Interpolation par insertion de zéros et filtrage passe-bas numérique
(ex. TD9)

e Echantillonnage en présence de bruit:
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Echantillonnage

Echantillonnage/interpolation pratique

e En pratique, erreur dans échantillonnage des valeurs x(nTp):
échantillonneur bloqueur ou suiveur est plus réaliste.

@ Interpolation par insertion de zéros et filtrage passe-bas numérique
(ex. TD9)

e Echantillonnage en présence de bruit:

= filtre anti-repliement (anti-aliasing):
» passe-bas, élimine le bruit en dehors de la bande de base
» indispensable avant échantillonnage
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Echantillonnage

Quantification

e Quantification de x(t) avec pas de quantification §:

2(t) = 24(t) + 1)

— AN A

e ¢(t) = erreur/bruit de quantification.
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Echantillonnage

Erreur de quantification

e Dynamique de z(t) grande par rapport a ¢:
e(t) aléatoire uniforme sur [—3, 3]
, O
valeur moyenne:0 variance:og; = —
y ¢7 12

e Quantification sur N bits 24 = 2§
x(t) = Asin(2n fot), valeur efficace A/v/2.

— Rapport signal sur bruit de quantification:

AN v 3
SNR = =N, /2 sd  SNRgp ~ 1.76 + 6N
5/v/12 2 an

@ Possibilité de compression de dynamique, quantification non uniforme,
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Echantillonnage

Spectre d'un signal échantillonné et série de Fourier

e x(t) échantillonné a la période T

Te(t) 2 2(t) Y ,en0(t—nT.) = x(nT)s(t — nT.)

nez
1 TF I TF L TF
X(f) =4S X(f— ) =Y a(nT.)e 2T
nez

o Fréquence normalisée: f £ f1T.
— X(f) obtenu par la série de Fourier Zw(nTe)e_Q’mf
nez

~~ Pour x(t) a bande dans [ on obtient aussi le spectre X (f).

5]
2T, 2T
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Echantillonnage

Transformée de Fourier a temps discret

e Transformée de Fourier a temps discret (TFTD):

X(f) 2y wpems

neL

- X(f) de période 1 ~ f e [0,1] ou f € [—3, 3]: fréquence normalisée

- si x,, échantillonné a f, fréquence réelle f = ff. = Ti
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Transformée de Fourier discréte, FFT

© Transformée de Fourier discréte et FFT

IX-1 SIC3601 2024



Evaluation de la TF

@ Transformée de Fourier

temps continu (TFTC): XTO () = / 2(t)e 2t gy
R

temps discret (TFTD): XTP)(f) = Z xne—i27rfn
nez

o ~ Calcul numérique de X(TO)(f) ou X(TP)(£)? Difficultés:
» échantillonnage: si x,, = x(nT.), et conditions de Shannon:

XTO(f) =T.XTO(f = fT.)

» enregistrement: durée finie
» calcul numérique de la TFTD a I'aide d'une transformée de Fourier
discréte (TFD); algorithme rapide
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Transformée de Fourier discréte, FFT

Fenétrage

e Tout enregistrement/mesure est de durée finie:

Tenreg. () = a;(t)ll[_%

— Apres transf. Fourier: Xenreg (f) = X (f) % (Tsincwa)

@ Signal observé au travers d'une fenétre d’observation w(t):

Tpen. (1) = 2(t)w(t) 2 Xpon (f) = X(f) x W(f)

o Différentes fenétres de pondération possibles:
» rectangulaire: w(t) = 1[7%’%](t)
» triangulaire (ou Bartlett):
» Hamming, Hann (ou Hanning?), Kaiser, ...
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Transformée de Fourier discréte, FFT

Troncature: cas sinusoidal (temps continu)

@ Cas d'un signal sinusoidal constitué de deux raies & + fj:

cos(27rf0t) ( (f = fo) +6(f + fO))

@ Aprés troncature:
Zenreg. (1) = cos(27rf0t)]1[_§§](t)

Xenreg. (f) = %(Tsinc(ﬂ(f — fo)T) + Tsine(nw(f + fo)T ))

@ Simulation et illustration:

» compromis durée d'observation/résolution spectrale
» possibilité d'apodiser les lobes secondaires par le choix de la fenétre (au
détriment de la résolution spectrale)
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Transformée de Four

Autour de la TF d'une porte...

1
E—
— (el
— (el
— G erperrern))
10)
0s /\
04
By
20  -15 -10 -05 00 05 10 15 20
X(
R 1X(HI B
— &l = &
— IR(F — IR(F
— Im — I
08 — — il
015
08
010
0a
005
02
04 0
-4 ~2 o 2 4 10 15 20 25 30 35 40 4=
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Effet de la durée d'observation (sinusoide 100Hz)

) (t) =sin(2rfyt), f, =100, observation sur 10 périodes . 1x(l
0.04
05
003
00
002
-0
001
-1 0
00 002 003 006 008 010 o 50 100 150 200 250 300
. 2(t) =sin(2r, 1), f, =100, observation sur 50 périodes . Xl
020
0s
015
00
010
04
005
-1 o
() 01 0z [E] 04 0.5 ) 50 100 150 200 250 300
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Transformée de Fourier discréte, FFT

Résolution en fréquence (1/3)

IX-7

2(t)= somme sinus & 100Hz et & 140Hz

@(t) = somme sinus & 100Hz et & 110Hz




Transformée de Fourier discréte, FFT

Résolution en fréquence (2/3)

IX-8

z(t) = somme sinus a 100Hz et & 107Hz
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Transformée de Fourier discréte, FFT

Résolution en fréquence (3/3)

Avec une durée d'observation plus grande:

x(t) = somme sinus & 100Hz et & 105Hz 0s | X(f)

5 o

i/v 5 zﬂ o &
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Transformée de Fourier discréte, FFT

Choix d'une fenétre, apodisation (1/3)

x(t) = somme sinus & 100Hz et & 125Hz

-~ com paraison sius 100Hz ssul‘

IX-10

, (7l

‘ -~ com paraison sius 100Hz seu].‘
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Choix d'une fenétre, apodisation (2/3)

a(t) = somme sinus a 100Hz et & 125Hz

com paraison sihus 100Hz seu

IX-11
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Transformée de Fourier discréte, FFT

Choix d'une fenétre, apodisation (3/3)-
a(t) = somme sinus a 100Hz et & 125Hz

com paraison sihus 100Hz seu

IX-12
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R Fenétre d bbsexrvation
08
06
04
02
o,
0.00 0.02 0.04 008 0.08 010

1X(Nl

0025 com paraison sinus 100Hz seul]
0020

0015

0010

0005

0

o 50 100 150 200 250



Transformée de Fourier discréte, FFT

Transformée de Fourier temps discret et fenétrage
. TETD X(f) _ Z xne—amf
nez
@ Si fenétre d'observation w,:
TrTD [* ;
TpWyp — / X(a)W(f —u) da (convolution circulaire)
0

o Cas d'une troncature/fenétre rectangulaire N points:

N-1

X(f) =Y wne >

n=0
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TFTD exponentielle tronquée

e Pour z,, = e2mfon.

N-1 ; f_f
- . ~ . ~ 1 _ 127T(f()—f)N
X(f) — § : 6127rf0ne—127rfn — €

n=0

_ oinlfo- F(n—1)sin(m 7(fo — f)N)
sin(r(fo — £))

— correspond au sinus cardinal observé en temps continu

1-— eiZW(fO—f)

— élargissement spectral (fonction de N: durée observation)
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Transformée de Fourier discréte, FFT

Transformée de Fourier discréte

o Apres fenétrage, calculer pour f € [0,1]:

N-1
X(f): § ::L’ e i2mn f
n=0
@ Calcul pour les fréquences discrétes f = 0, %, %, ce %:

N—-1
Xp=Y 2%, ke{0,...,N-1}
n=0

L'application (zo,...,xn-1) — (Xo,...,Xn—_1) est la transformée
de Fourier discréte (TFD).

IX-15



Matrice de TFD

N-1
TFD: Xp= > @ 2% ke{o,...
n=0

1 1 1 1
1 w w?
Avec w2 e~ F ot W2 |1 w? w!

1 wN-1 2N-1)
la TFD correspond a la transformation linéaire:

Xo xo
X1 I
. =W
XN_1 TN-1
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Propriétés de la TFD

o La matrice W € CVN*N vérifie WWH = NId.

i2rnk

N-1
1
o La TFD est inversible: Vn € {0,...,N —1} =z, = N kZ_O Xre N

— calcul de TFD™! identique a celui de TFD

N-1 N-1
o relation de Parseval: Z XYy =N Z TnYy
k=0 n=0

IX-17



Transformée de Fourier rapide
N—
: nk
Calcul de TFD: X, = Z Tpe 2N

Produit matriciel naif: complexité O(N?)

°
°
Transformée de Fourier rapide (ou FFT):
si N est une puissance de 2, algorithme rapide de calcul de la TFD:
complexité O(N log N)
e Existence d'autres algorithmes rapides selon factorisation de N
@ Principe de départ (algorithme Cooley-Tukey):
2P—1 -1 [
Xy = Z wne_izw% = Z ZL'Qne_QﬂF (éjj)k + Z Top+1€ (MZ&
n=0 = n=0
P—1
= Z Tone —i2mi | o—igp Z Topiie 2 i
n=0 n=0
TFD taille P = N/2 TFD taille P = N/2
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Transformée de Fourier discréte, FFT

Résumé des transformées de Fourier

@ Temps continu (TFTC): X(f) = / z(t)e 27 dt
e Temps discret (TFTD): Zg; e—i2nfn
neL
N-1 .
o Discréte (TFD): X = » ape ™", k=0,...,N—1
n=0

si 2, = 0 pour n #0,...,N —1, lien TED/TFTD:
X = X(f = k/N)
algorithmes rapides de TFD: FFT (en particulier si N = 2P)
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Transformée de Fourier discréte, FFT

TFTC, TFTD et TFD/FFT

Signaltem ps continu_(tonqué :nulen dehors fenétre)

.
) TFTC (IF tem ps continu: fréq réele.
:
i Echantilbns
.
.
TETD etFFT (fég.nom alisée)
7 /\\ !
6 r’ y\
: \
0
4 ' \
e
3 " L
I
000 1 W T A A N S W,

IX-20

Signal échantillonné, Fe=1000.0 Hz
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Bourrage de zéros (1/2)

@ N échantillons disponibles dans vecteur x = (

(zr, =0 pour k ¢ {0,...,N —1}).
o TFTD et TFD :

N-1 N Xo
X(f):ane_Q”f” X = < : ) =
n=0

Xn-1

o X(f) pour f autre que k/N?

IX-21
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Bourrage de zéros (2/2)

o

oy = 331\6’1 de taille M > N (bourrage de zéros)

0

Yo Y (0)
oTFDdey:Yz( : >:< : >avec:
Yi-1 Y (M=1/M)

~ M-—1 - B N—-1 ) _ N
Y(f) — Z yn€—127rfn _ Z xne—127rfn _ X(f)
n=0 n=0

— X(f) obtenu sur M points 0, ﬁ,...,% au lieu des N points

o
donnés par la TFD de x = ( : )

ITN-1
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Transformée de Fourier discréte, FFT

Bourrage de zéros (zero-padding)

IX-23

R Fe= 10000 Hz
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Signaux bande étroite

@ Signaux a bande étroite

X-1 SIC3601 2024



Signaux bande étroite

Signal a bande étroite

@ Signal a bande étroite = signal dont la fréquence centrale est grande
par rapport a la bande occupée [fy — B, fo + B]:

X (1)) fo>> 2B

@ Exemples: To 9B

» signal radio FM:
fo =~ 100MHz et 2B ~ 20 a 40kHz.
» signal vidéo UHF (télévision analogique):
fo =~ qques 100MHz et 2B ~ 6MHz
~ présenter les outils nécessaires pour la représentation et I'étude de tels
signaux.
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Signal analytique

o si Vi, x(t) € R, alors X(—f) = X*(f)
— se restreindre aux fréquences positives
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Signaux bande étroite

Signal analytique

o si Vi, x(t) € R, alors X(—f) = X*(f)
— se restreindre aux fréquences positives

@ | z,(t), signal analytique associé au signal réel z(t) est défini par sa
transformée de Fourier:

Zu(f) = {2X(f) i f >0,

0 si f <0

@ Représentation schématique des spectres:

signal réel signal analytique

X Z:(0)

f f

— 2z5(t) ne peut pas étre a valeurs réelles!
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Signaux bande étroite

Signal analytique: cas sinusoidal

o 2(t) = cos(27 fot) — X (f) = at

f = fo) +(f + fo)

2
@ Représentation schématique des spectres:
signal réel signal analytique
1
X(f) Zy(f)
1
2
| / /
—fo fo fo

= Z.(f) =0(f — fo) et donc: z,(t) = ei?™fot

X-4

Le signal analytique associé a cos(27 fot) est I'exponentielle com-
plexe ¢i2mfot,




Filtre analytique

@ Le filtre qui a un signal associe son signal analytique est appelé filtre
analytique.

@ réponse en fréquence du filtre analytique:

2 sif>0,

Ha(f)=2]1R+(f)={0 oo

@ réponse impulsionnelle du filtre analytique:
1
he(t) = 6(t) +1—
ol8) = 5(6) + 1

(77 distribution a prendre en valeur principale)
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Transformée de Hilbert (1/2)

X-6 SIC3601 2024



Transformée de Hilbert (1/2)
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Transformée de Hilbert (1/2)

#(t)

@ | La transformée de Hilbert d'un signal x(t) est définie par:

%@):;%*w@)

e Lien signal analytique z, et transformée de Hilbert 7:

2 (t) = z(t) +i3()
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Transformée de Hilbert (2/2)

o | La transformée de Hilbert d'un signal z(¢) est définie par:

i) = % ()

e Lien signal analytique z, et transformée de Hilbert 7:

zz(t) = z(t) +1Z(t)

= si Vt, x(t) € R alors Vt, Z(t) € R et z(t) = R[zx()]

o Effet sur le spectre: Z,.(f) = X(f) ‘H)?(f _ {iX(f) s? [ =0,
sinon.

~—

S ) TX(f) sif=0,
- X(f)_{iX(f) si f<0.
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Filtre en quadrature

@ Le filtre qui a un signal associe sa transformée de Hilbert est appelé
filtre en quadrature.

@ réponse en fréquence du filtre en quadrature:

Hy(f) = —isigne(f)

@ réponse impulsionnelle du filtre en quadrature:

1. o
(=: valeur principale)
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Signaux bande étroite

Transformée de Hilbert: cas sinusoidal

o x(t) = cos(2m fot) BN X(f) = 0(f — fo) +o(f + fo)

2
e D'ou:
CliX(f)  sif<o.
)A((f) = o — fo) 2_15(f +fo) et donc:
ei27rfot o e—i27rfot
z(t) = o = sin(27 fot) = cos(2w fot — 7/2)

= |La transf. de Hilbert de cos(27 fot) est sin(2 fot).

~ filtre en quadrature <> déphaseur pur
Rq: €2m/ot = cos(27 fot) + isin(27 fot) <> 2.(t) = x(t) +iZ(2).
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Signaux bande étroite

Propriétés de la transformée de Hilbert

o si Vt,xz(t) € R alors Vt,z(t) € R
o si Vt,z(t) € R, x(t) et Z(t) sont orthogonaux

/x(t)/x\(t)* dt =0
En effet: [z(¢)Z(¢ = [X(f) ) df = [|X(f)|?isigne(f) df

o Si M(f) et P(f), transformees de Fourier de m(t) et p(t) ont des
supports disjoints:

—~

m(t)p(t) = m(t)p(t)
(Th. de Bedrosian)
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Signaux bande étroite

Enveloppe complexe

e | Soit x(t) signal réel, a bande étroite [—B + fy, B + fo] et z5(t) son
signal analytique. L'enveloppe complexe de z(t) est:

Ea(t) = ™00, (8)

@ Domaine des fréquence:

X (N

A\ [
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Signaux bande étroite

Enveloppe complexe

e | Soit x(t) signal réel, a bande étroite [—B + fy, B + fo] et z5(t) son
signal analytique. L'enveloppe complexe de z(t) est:

Ea(t) = ™00, (8)

@ Domaine des fréquence:

X (N |

2Pl
jo 2B
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Signaux bande étroite

Enveloppe complexe

e | Soit x(t) signal réel, a bande étroite [—B + fy, B + fo] et z5(t) son
signal analytique. L'enveloppe complexe de z(t) est:

Ea(t) = ™00, (8)

@ Domaine des fréquence:

2 (NN X \Zx(f)‘:-:"....
! '\
2B ~ /0 —F 5B

e Transformées de Fourier =, (f) de I'enveloppe complexe et Z,(f) du
signal analytique:

Ex(f) = Z:v(f + fO)
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Signaux bande étroite

Enveloppe complexe: cas sinusoidal

o : _ 74t
o Exemple: inductance L: u(t) = L=~
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Signaux bande étroite

Enveloppe complexe: cas sinusoidal

i : _ 14
o Exemple: inductance L: u(t) = L=~
@ Signaux réels:
j(t) = J cos(27 fot) u(t) = —LJ2m fo sin(27 fot)
= LJ27 fo cos(27 fot + g)
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Signaux bande étroite

Enveloppe complexe: cas sinusoidal

e Exemple: inductance L: u(t) = L‘b;i—(tt)
@ Signaux réels:
j(t) = J cos(27 fot) u(t) = —LJ2m fo sin(27 fot)
= LJ27 fy cos(2m fot + g)
@ Signaux complexes:
2 (1)< j(t) = Jelmhot u(t) = LJ2r foe'?rfot+3)
signal analytique — LJ(i27 fo)e2mfot = yei2miot
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Signaux bande étroite

Enveloppe complexe: cas sinusoidal

e Exemple: inductance L: u(t) = L‘b;i—(tt)
@ Signaux réels:
j(t) = J cos(27 fot) u(t) = —LJ2m fo sin(27 fot)
= LJ2m fo cos(2m fot + g)
@ Signaux complexes:
2 (1)< j(t) = Jelmhot u(t) = LJ2r foe'?rfot+3)
signal analytique _ LJ(i27Tf0)€i27Tf0t — [ei2rhot
o Amplitudes complexes obtenues en multipliant par e~ #27/0f cad

/translation du spectre de — fo:

Ex(t) ,
enveloppe complexe U = LJ(i2r fo)
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Signaux bande étroite

Filtre passe-bas équivalent

Soit z(t) a bande étroite centrée autour de fj.

(1) ht)  {y(®)

H(f) |Y(f) = H(HX(f)

o Filtrage haute fréquence:
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Signaux bande étroite

Filtre passe-bas équivalent

Soit x(t) a bande étroite centrée autour de fp.

(1) ht)  {y(®)

X(f) H(f) |Y(f) = H(HX(f)

@ Pour les signaux analytiques:

Zy(f) = H(f)Z:(f) = Zy(f+ fo) = H(f + fo)Zz(f + fo)

o Filtrage haute fréquence:

X-13



Signaux bande étroite

Filtre passe-bas équivalent

Soit x(t) a bande étroite centrée autour de fp.
| 0 | e e
o Filtrage haute fréequence: — , - i
X(f) H(f) |Y(f)=H()X(f)

@ Pour les signaux analytiques:
= Zy(f + fo) = H(f + fo)Zz(f + fo)

Zy(f) = H(f)Z(f)
Filtrage haute fréquence de z(t) < filtrage basse fréquence sur les

enveloppes complexes par le filtre passe-bas équivalent

€ (t) h(t) &)
Ea(f) H(f) |Ey(f) = H()Za(f)

X-13




Signaux bande étroite

Signaux bande étroite: résumé des représentations

enveloppe complexe
&x(t) =e
E(f) =

—i27rf0tch (t)

S{X(Nr=0 R{X(N)}
signal z(t)

A N
transf. Hllbert R{X ()} =0 S{X (N}
(t) = 7 xa(t)
o !
X(f) = —151gne(f)X(f) A V_)
signal analytique 3{Z:(f)} =0 R{Z (f)}
2z (t) = z(t) +1iz(t) . ;
Zo(f) = 2X(f) g+ (f)

f

X-14
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Signaux bande étroite

Signaux bande étroite: résumé des représentations

signal z(t)

X (f)} =0

w{x () 1) filtre réel

transf. Hilbert

e e SH{X ()}
x(t) = = xx(t

PR it

X(f) = —isigne(f) X (f) _

signal analytique ${Z (=0 R{Z(f)}

2 (t) = a(t) + i3 (t)
Zy(f) = 2X(f)1g+(f)

enveloppe complexe
& (t) = e 2Tl (t)
E(f) = Za:(f + fO)

X-14
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Signal bande étroite: représentations (1/2)

o Par définition:
gac(t) = zx(t)e—i%rfot — [x(t) + i/x\(t)} e—i2mfot

donc:

2(t) = R [gx (t)ei%fof}

o En écrivant &,(t) = |&,(t)[e®), on définit pour z(t):
» enveloppe instantanée: |&,(t)]
» phase instantanée: ¢(t) = 2 fot + (¢)
do(t)

> fré instantané ! f
requence Instantanee;. — ———— —
. 2 dt 0

dip(t)

1
27 dt

— avec variations de la fréquence/phase instantanée, modulation angulaire
(FM, modulation de phase, ...)
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Signal bande étroite: représentations (2/2)

#(t) = R [&,(5)e ]
° gx(t) = px(t) + iqgc(t)

» p.(t) = composante en phase
» ¢,(t) = composante en quadrature

2(t) = R | (po(t) +ig. ()|
x(t) = px(t) cos(27 fot) — g (t) sin(27 fot)

— on retrouve |'expression de la double modulation en quadrature

— transmission d'un signal a valeurs dans C.
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Expression temporelle de la BLU
m(t): modulante

X (N

2B
fo

A

B
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Expression temporelle de la BLU
m(t): modulante zm/(t): signal analytique

2B
fo

A

B , e . B
o(t) = Rz ()0} = = |z (1) + z;(t)e—‘QWfot]
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Expression temporelle de la BLU
m(t): modulante zm/(t): signal analytique

2B
fo

A

B , e . B
o(t) = Rz ()0} = = |z (1) + z;(t)e—‘%fot]

Comme 2, (t) = m(t) +im(t),
x(t) = m(t) cos(2m fot) — m(t) sin(27 fot)

~» x(t) > modulation d'amplitude de z,,(t) € C
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