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Mesure et intégration

Section 1

Mesure et intégration

1/157 MAT3101 2022



Mesure et intégration Exercice 1

Enoncé: Montrer que la tribu des boréliens B(R) sur R est engendrée
par:

o les fermés;
o les intervalles du type ]a,b] (a,b € R);
o les intervalles du type | — 00,b] (b € R)..
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Mesure et intégration Exercice 1

Enoncé: Montrer que la tribu des boréliens B(R) sur R est engendrée
par:

o les fermés;
o les intervalles du type ]a,b] (a,b € R);
o les intervalles du type | — 00,b] (b € R)..

> Soient

@ B3 la tribu engendrée par les fermés,

@ B35 la tribu engendrée par les intervalles |a, ],

@ B3 la tribu engendrée par les intervalles | — oo, b].
Montrer successivement B(R) = By, B(R) = B, B(R) = Bs.
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Mesure et intégration Exercice 1

Tribu F sur un espace (2

Famille d’ensembles! telle que:
(0eF QeF

(i) si A e F,alors A® € F,

(iii) si Vn € N, A,, € F, alors U A, € F et ﬂ A, € F.
neN neN

@ une intersection de tribus est une tribu ~~ tribu engendrée.

o tribu des Boréliens B(R) = tribu engendrée par les ouverts.

T ce sont donc des ensembles d’ensembles, que j'appelle familles (ou collections) d’ensembles

(ou de parties)
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Mesure et intégration Exercice 1

La tribu B(IR) est engendrée par les ouverts, elle contient donc:
o les ouverts,
o les complémentaires des ouverts, cad les fermés.

Donc B(R) est une tribu et elle contient les fermés.
— elle contient donc la plus petite tribu qui contient les fermés,
— elle contient la tribu engendrée par les fermés — B C B(R).

Répéter ce raisonnement... (en y ajoutant une subtilité, usuelle dans R™,

concernant |'écriture d'un ouvert comme réunion dénombrable de pavés ouverts)
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Mesure et intégration Exercice 3

Enoncé: Soient 71 et 7o deux tribus engendrées respectivement par deux
familles d'ensembles C; et Cs.

@ Vérifier que 71 N 7> est une tribu. Est-elle engendrée par C; N Cy7
@ On considére les sous-ensembles de P(2):

F1 = {Al ﬂAQ;Al S 7'1,AQ S TQ} Fo = {Al UAQ;Al S T1,A2 S 7'2}

Montrer que o(F1) = o(F2).
© Vérifier qu'en général 7 U 5 n'est pas une tribu et montrer que
o(m Ume) = o(Fy).
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Mesure et intégration Exercice 3

Q: Vérifier que 71 N 73 est une tribu.
Vérification par la définition: toute intersection (méme infinie,
indénombrable) de tribus est une tribu.

Si 71 = 0(Cy1) et 79 = 0(Cq), alors, sauf cas particulier,
71 N1 # o(C1 NC2)).
Contre-exemple:

e ECQ FE#,
o (1 :{E} et CQZ{EC}.
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Mesure et intégration Exercice 3

Fi1= {Al ﬁAQ;Al S Tl,AQ € 7'2} Fo = {Al UAQ;Al S 7']_,A2 S 7'2}

Q: Montrer que o(F;) = o(F2).

Soit A € Fy; il sécrit A= A1 N Ay avec A € 11, As € 7.
o A°= A U A5 € F,
— =~
€71 €T2
e donc A° € o(F3) car Fo C o(Fa),
e donc A € o(F3).
e Comme valable pour tout A € Fy, Fi C o(F2),
e donc o(Fy) C a(Fa).

o Autre sens similaire. . .
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Mesure et intégration Exercice 3

F1 = {Al ﬁAg;Al c T1,A2 c 7’2} Fo = {Al UAQ;Al c T1,A2 c 7’2}

Q: Vérifier qu'en général 71 U 73 n'est pas une tribu, montrer que
o(riUmn) = a(F1).

e Soit A € 1 UTy (compléter ...) A€ o(F1),

e Soit A € Fi (compléter ...) A€ o(r Uma).
Raisonnement simple, mais il convient de ne pas se mélanger entre
intersection d'ensembles et intersection de familles d'ensembles.
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Mesure et intégration Exercice 4

Enoncé: Soient F; et E5 deux ensembles non vides et f une application
de E dans Es.

@ Montrer que si 79 est une tribu sur E», alors

T=f"r2) ={f7(B); B € 2}

est une tribu de E; (appelée tribu image réciproque de 19 par f).

@ Soit 71 une tribu sur E7. Montrer sur un exemple que
f(r) ={f(A); A € 71} n'est pas une tribu de Ej.
© Soit 7 une tribu sur E1. Montrer que:

' ={BCEy)|f'(B)en}

est une tribu de Ey (appelée tribu induite de 71 par f).
© Montrer que pour toute famille de sous-ensembles S C P(F5), on a

a(f7H8)) = fH(a(S))

Ce résultat est appelé lemme de transport.
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Mesure et intégration Exercice 4

Tribu image réciproque

Image réciproque
Sif:X —=YetDCY, par définition f~5(D) = {z € X | f(x) € D}. J

> f nest pas forcément inversible et f~! n'existe pas forcément!
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Mesure et intégration Exercice 4

Tribu image réciproque

Image réciproque
Sif:X —=YetDCY, par définition f~5(D) = {z € X | f(x) € D}. J

> f nest pas forcément inversible et f~! n'existe pas forcément!

Se ramener a la définition pour définir la tribu image réciproque.
(i) 0= f~1(0), tout comme E; = f~1(E3) sont dans f~1(m).
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Mesure et intégration Exercice 4

Tribu image réciproque

Image réciproque
Sif:X —=YetDCY, par définition f~5(D) = {z € X | f(x) € D}. J

> f nest pas forcément inversible et f~! n'existe pas forcément!

Se ramener a la définition pour définir la tribu image réciproque.
(i) 0= f~1(0), tout comme E; = f~1(FE5) sont dans f~1(m).

(i) Pour tout A € f=1(7y), il existe B € 75 tel que A= f~!(B). On a
alors A¢ = f~1(B°) et, puisque B¢ € 7y il s'ensuit A° € f~1(m).
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Mesure et intégration Exercice 4

Tribu image réciproque

Image réciproque
Sif:X —=YetDCY, par définition f~5(D) = {z € X | f(x) € D}. J

> f nest pas forcément inversible et f~! n'existe pas forcément!

Se ramener a la définition pour définir la tribu image réciproque.

(i) 0 = f=1(0), tout comme E; = f~(FE3) sont dans f~1(m).

(i) Pour tout A € f=1(7y), il existe B € 75 tel que A= f~!(B). On a
alors A¢ = f~1(B°) et, puisque B¢ € 7y il s'ensuit A° € f~1(m).

(iii) Supposons donnés pour n € N des ensembles A,, € f~1(m2) que I'on
écrit A, = f~%(B,) pour des B,, € 75. Comme
Unen An = 71 U,en Bn), on obtient |, oy An € f~1(72) puisque
UnGN Bn € To.
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Mesure et intégration Exercice 4

Image d'une tribu

L'image directe d'une tribu n'est pas une tribu.
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Mesure et intégration Exercice 4

Image d'une tribu

L'image directe d'une tribu n'est pas une tribu.

Définissons f ainsi:

L'image de la tribu {0, {a,b,c,d}, {a,c}, {b,d}} est
{0,{1,2,3},{1,3},{2,3}} et ce n'est pas une tribu.
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Exercice 4
Tribu induite

T ={BCE|f'(B)en}
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Exercice 4
Tribu induite

T ={BCE|f'(B)en}

(i) f7Y0) =0 €7 et f1(Fy) = By € 71. Ainsi, ) et Ey sont dans 7/.
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Exercice 4
Tribu induite

T ={BCE|f'(B)en}

(i) f7H0)=0c 7 et f71(Fy) = E; €71 Ainsi, () et Fy sont dans 7/

(i) Pour n'importe quel A € 7/, f~'(A) € 7. On note alors que
FHAS) = [f~1(A)]° € 71, prouvant A® € 7.
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Exercice 4
Tribu induite

7 ={B C E| fYB) e T1}

(i) f7Y0)=0¢cm et f71(Fy) = E; € 71. Ainsi, () et E5 sont dans 7/.

(i) Pour n'importe quel A € 7/, f~1(A) € 71. On note alors que
FHAS) = [f~1(A)]° € 71, prouvant A® € 7.

(iii) Supposons donnés pour n € N des ensembles A,, € 7/ c'est-a-dire que
f71(Ap) € 11. On vérifie f~HU,en An) = Upen £ H(AR). Ce
dernier ensemble est dans 7 par stabilité de 7 par réunion
dénombrable. Donc f~!(|J,,cny An) € T1 et en conséquence,

Unen 4n € T
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Mesure et intégration Exercice 4

Lemme de transport

S C P(Ey), montrer o(f~4(S)) = f~1(a(S))
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Mesure et intégration Exercice 4

Lemme de transport

S C P(Es), montrer o(f~4(S)) = f~H(o(S))

Ona S Ca(S) et donc f71(S) C f~1(o(S)). A droite, la plus grande
collection d'ensemble est une tribu, qui contient la tribu engendrée par
certain des éléments qu'il contient. Donc o(f~1(S)) C f~1(a(S)).
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Mesure et intégration Exercice 4

Lemme de transport

S C P(Es), montrer o(f~4(S)) = f~H(o(S))

Ona S Ca(S) et donc f71(S) C f~1(o(S)). A droite, la plus grande
collection d'ensemble est une tribu, qui contient la tribu engendrée par
certain des éléments qu'il contient. Donc o(f~1(S)) C f~1(a(S)).
Soit

B={ACEx|f7'(A) eo(f7H(S))}.

Ona S C Bopuisque VB €S, f~4B) € f~4S) Cca(f~4S)). Par
conséquent, et puisque B est une tribu, o(S) C B. Dés lors
f~Ye(S)) c f~YB). Enfin, f~Y(B) C o(f~(S)) en reprenant la
définition de B. Il sensuit f~1(o(S)) € f~1(B) C o(f~1(S)) et donc
f~1e(8S)) c o(f~1(S)) qui est I'inclusion réciproque cherchée.
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Mesure et intégration Exercice 5

Enoncé: Soit 7 ={A4 € B(R)| A = —A} ou on définit |'ensemble
—A={-x;z € A}
@ Montrer que 7 est une tribu sur R.

@ Les applications f: x> e*, g: x> x> et h: x — cosx sont-elles:
® (B(R), 7)-mesurables?
@ (7,B(R))-mesurables?
© (7,7)-mesurables?

© Caractériser les applications de R dans R qui sont
(7, B(R))-mesurables.

© Caractériser les applications de R dans R qui sont (7, 7)-mesurables.
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Mesure et intégration Exercice 5

(Q,T) et (E,F) deux espaces mesurables.

fonction mesurable

f :Q — E est mesurable lorsque I'image réciproque de tout ensemble
mesurable est un ensemble mesurable, cad VX € F, f~}(X) € T.

e |l faut se rappeler ce qu'est I'image réciproque d'un ensemble!
@ On peut/doit préciser les tribus ~ ici, f est (T, F)-mesurable.
@ borélienne = mesurable pour la tribu des boréliens

o Si F = 0(C) est engendrée par une collection d'ensembles C, il suffit
de vérifier: VX € C, f~}(X) e T.
» Une fonction continue est mesurable (borélienne).
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Mesure et intégration Exercice 7

Enoncé: Etudier la véracité des affirmations suivantes:

o

2]

16/157

Un ouvert de R est borné si, et seulement si, il est de mesure de
Lebesgue finie.

Un borélien de R est de mesure de Lebesgue nulle si et seulement si il
est dénombrable.

Un borélien de R est de mesure de Lebesgue strictement positive si, et
seulement si, il contient un ouvert non vide.

Dans R™ (n € N*), et pour p € {1,...,n — 1}, I'ensemble

RP x {0}"P est de mesure de Lebesgue nulle.



Mesure et intégration Exercice 7

Q: Un ouvert de R est borné si, et seulement si, il est de mesure de
Lebesgue finie. ?
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Mesure et intégration Exercice 7

Q: Un ouvert de R est borné si, et seulement si, il est de mesure de
Lebesgue finie. ?

. +o0 1
Faux: prendre par exemple |, 2{]n,n + 5[, ouvert, de mesure de

Lebesgue finie et non borné.
Tout ensemble borné est toutefois de mesure de Lebesgue finie.
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Mesure et intégration Exercice 7

Q: Un borélien de R est de mesure de Lebesgue nulle si et seulement si il
est dénombrable. ?
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Mesure et intégration Exercice 7

Q: Un borélien de R est de mesure de Lebesgue nulle si et seulement si il

est dénombrable. 7

Faux: |'ensemble triadique de Cantor est un exemple de borélien de R, non
dénombrable et de mesure de Lebesgue nulle.

Une implication est toutefois vraie: tout ensemble dénombrable est
nécessairement de mesure de Lebesgue nulle.
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Mesure et intégration Exercice 7

Q: Un borélien de R est de mesure de Lebesgue strictement positive si, et
seulement si, il contient un ouvert non vide. 7
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Mesure et intégration Exercice 7

Q: Un borélien de R est de mesure de Lebesgue strictement positive si, et
seulement si, il contient un ouvert non vide. 7

Faux: R\ Q ne contient aucun ouvert non vide et est de mesure de
Lebesgue positive.

Une implication est toutefois vraie: un ensemble contenant un ouvert non
vide est de mesure de Lebesgue strictement positive.
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Mesure et intégration Exercice 7

Q: Dans R™ (n € N*), et pour p € {1,...,n — 1}, I'ensemble
RP x {0}""P est de mesure de Lebesgue nulle. ?
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Mesure et intégration Exercice 7

Q: Dans R™ (n € N*), et pour p € {1,...,n — 1}, I'ensemble
RP x {0}""P est de mesure de Lebesgue nulle. ?

Vrai: la difficulté est ici que la mesure produit dans R™ fait intervenir

0 x +o0. Toutefois, RP x {0177 = [JT>] — n,n[Px{0}"P est une suite
croissante d'ensembles emboités. De plus, chacun des pavés

| = n,n[Px{0}""P est de mesure de Lebesgue nulle (produit de 0 par 2n).
Par continuité de la mesure, la mesure de R? x {0}"~P est donc nulle.

De facon générale, tout ensemble de dimension strictement inférieure a la
dimension de I'espace ambiant est de mesure de Lebesgue nulle (droite ou

courbe dans R?, surface ou hyperplan dans R3,. .. ).
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Mesure et intégration Exercice 9

Enoncé: On pose pour tout = € [1,+oo[: f(z) => .7 ne ™. Calculer
1+°° f(z) de.
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Mesure et intégration Exercice 9

Rappel: une fonction f est dite intégrable, lorsque [ |f|du < +oc.

Convergence monotone

(fn)nen suite de fonctions telle que u presque partout:
e 0< fy (fonctions positives)
o fulf (suite croissante)

Alors: [ frdpt [ fdp.

» Valeur 400 possible.

Convergence dominée
(fn)nen suite de fonctions telle que u presque partout:
o fn—f (convergence simple)
@ |fn] < g avec g intégrable (domination)
Alors: [ fr,dp — | fdu.

» Contient dans la conclusion I'intégrabilité de f et des f,.
22/157




Mesure et intégration Exercice 9

Introduisons Sy, (z) = >_j_, ke™** pour tout n > 1. Comme chacun des
termes dans cette somme est positif pour tout z € [1,+00[, S, est une
suite croissante de fonctions. Plus précisément, 0 < S, 1 f presque partout
lorsque n — oo (méme partout ici). Dés lors, le théoréme de convergence
monotone s'applique et f1+°° f(x)dr = lim, 4 o0 f1+°° Sp(x)dz. |l ne
reste qu'a calculer:

+00 +oo M n +oo
/ Sp(x)dr = / Z ke % dg = Z/ ke~ ke da
1 L g=n k=171
-3 [ e—kr] o 3 et
k=1 ==

+oo +oo 1
/ f(z)dxr = lim Sp(x)dr =
1
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Mesure et intégration Exercice 9

Autre méthode: Définissons pour x > 1

h(z) =312 e =% (e77)" = —L_. Pour tout x> 1,
le™®] < e donc 3 5o leTF <Y 0T = = l/e

prouve convergence normale (donc simple) de la série de fonctions vers h.

De plus
Z\ —ne | < Zne_" < 400
n>0 n>0

< 400, ce qui

Ceci prouve la convergence normale et donc uniforme de la série des

dérivées W'(z) =3 o2 —ne "™ = —f(x). La convergence uniforme
permet dés lors d'intégrer: fl f(x)de = 1 K (x)dr =
h(1) = limg 400 M(x) = 7= 1/e —1= %1
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Mesure et intégration Exercice 10

Enoncé: Montrer que la suite suivante converge et déterminer sa limite:

+oo
</ Arctan(nz)e™®" da:)
0 neN*
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Mesure et intégration Exercice 10

La fonction f,,(z) = Arctan(nz)e™®" définie sur [0, +oo] est continue
donc borélienne et I'on a pour tout x € [0, 00|, lim,,—o0 fn(z) = f(x) ou:

0 x=0,
. x€0,1],
fy=q2 2
2 =54
0 z>1.

D'autre part, la suite (fy,)nen est dominée (presque partout) par une
fonction g intégrable, définie sur [0, +o00[ par

3 z € [0,1],
%e‘“ z>1.

Le théoréme de convergence dominée s'applique donc et:

+0o0

n Feo T
lim Arctan(nz)e™™ dx = / flx)de = —.
n—oo fq 0 2
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Mesure et intégration Exercice 11

Enoncé: Etablir que:

n T +00
lim (I1-—=)"Inzx dx:/ e “lnx dx
n——+o0o 0 n 0

puis en déduire a l'aide du changement de variables y =1 — 7:

+o0
/ e *lnzdr= lim [Inn—(1+1/2+...41/n)].
0

n—-+00
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Mesure et intégration Exercice 11

Soit la suite de fonctions définies pour n € N* par
fo(r)=(1-)"1n 210 ) ().
@ f, est continue par morceaux sur |0, +oo[ donc mesurable
(Borélienne),
e f, converge simplement lorsque n — oo vers f(z) = e *lnx,
@ pourtoutz, 0 < (1 —-2)" = e"1-3) < ¢ donc
|fn(@)| < e™[Inzx],
e enfin x — e~ ?|In x| est intégrable sur |0, +o0].
Il en découle que le théoréme de convergence dominée est applicable et la
limite cherchée vaut:

+o0 +o0
lim fn(x) dox = / e “lnzdr.
0

n—-—+oo 0

Il reste a effectuer le calcul, ou I'on effectue le changement de variables
y=1—2x/n, soit z =n(l—y):
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Mesure et intégration Exercice 11

+oo n T 1 1 1
/ () d:c:/ (I-=)"Inz da::/ y"In(n(l —y))n dy:nlnn/ y" dy+n/ y"In(l —y) dy
0 0 0 0 0

n

puis en faisant attention dans l'intégration par parties d'avoir deux termes
convergents:

1 1, n+1
n =1 / Y1 (1)
= 1 ——In(1 - - —_——d

n+1 nn+n{ n+1 n( v) y=0 n o n+l 1—y Y

n n Lyntl 1
=——Inn-— —dy
n+1 n+1Jy y—1

1 n
n n
Inn— kd
n+1nn n+1/02y Y

k=0

n n - 1
= Inn— —

P n+1kzzok+1
=" nn—1+1/2+ - +1/(n+1))]
n+1

n n
- n— e 1/n)] —
n+1[lnn 1+1/24---+1/n) EEEE

En prenant la limite pour n — 400 & gauche et a droite ci-dessus, on trouve bien:
+o00
/ e Inzdr= lim [Inn—(1+1/2+---+1/n)]
0 n—+00
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Mesure et intégration Exercice 12

Enoncé: Calculer

1
I = dx dy d
///D (1+2222)(1 +y222) W

ot D =]0,1[*>x]0, +oc] et en déduire:

+oo 2
J / <Arctan z) s
0 z
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Mesure et intégration Exercice 12

Fubini-Tonnelli
Si f(z,y) : R2 — [0, 4+00], alors (400 possible, auquel cas f(z,y) non intégrable):

/[/f(m)dx] dyz/[/ﬂx,y)dy] da
Fubini

Si f(x,y) intégrable (i.e. [|f(z,y)|dzdy < +o0), alors:

/Uf(x’y)dx] dy:/[/f(x,y)dy] do

et la valeur commune est notée [[ f(x,y)dzdy.

» Utiliser Fubini-Tonnelli en premier!
e Hypothéses de mesurabilité manquantes (indispensables).
o Généralisable pour des espaces produits avec mesure o-finie (par ex.
RP x RY avec mesure de Lebesgue).
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Mesure et intégration Exercice 12

La fonction

1
1+ 2222)(1 + y222)

f(w,y,y)z(

définie sur D =]0,1[2x]0, +-o0[ est borélienne (car continue) et positive.
D’aprés le théoréme de Fubini, il est possible d'intégrer dans I'ordre
souhaité.

On a d'une part:

2

+00 —+o00 1 1
I = dxdy dz = ——d d
/0 / f(z,y,2) dzdy dz /0 </0 T 2222 x> z
N2
+oo [T Arctanzz ]! oo/ Arctanz \ 2
= S — dz = - dz
0 z 2=0 0 z
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Mesure et intégration Exercice 12

D’autre part, on notera que pour tout (x,y) €]0, 1[? tels que = # y (donc pour presque tout
(x,y)), on a:

x? 1 y? 1
22 —y2 142222 22 —y2 14 y222

f(x7y7z) =

Dés lors, il vient:

/+°° £ ) d z? {Arctanl’z] F=too y? {Arctanyz] F=too
z,y,2) dz = _ — _
0 z

z? —y? T o x? —y? Yy —0
_@/2x  (n/2y _ w/2
x27y2 x27y2 1.+y

Enfin, on a:

/2 T [t =1 T [
//012x+y xdyzi/o [ln(ery)]z:de:E/O In(1 + z) — In(z) dz

- 5[(I+1)(1n(m+1) —1) — 2(In(z) _1)];0 — 2

ol l'on s'est rappelé la primitive (par intégration par parties)
JInzdr=[zlnz] — [1de =z(lnz — 1) + cste.. On en déduit 'intégrale demandée
J=mln2.
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Analyse complexe

Section 2

Analyse complexe
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Analyse complexe Exercice 14

Enoncé:
© Etudier I'holomorphie et, le cas échéant, calculer la dérivée des
fonctions suivantes:
>z 22
> 2=z
> 2z |22
> 2+ z.e”°

@ Montrer (ou re-démontrer) |'équivalence entre les propriétés suivantes
pour une fonction f : 2 — C (ot €2 est un domaine de C):

(i) f est dérivable en 2y € C.
(i) 5L(z0) =i5L(20).
(iii) df(zo) est C-linéaire.
© Montrer les conditions dites de Cauchy d’holomorphie d'une fonction
f, en coordonnées cartésiennes puis en coordonnées polaires.
@ Etudier I'holomorphie et calculer la dérivée de:
> 2 =2 +iy = 22 + 2y — y? —3x—3iy+4(x€Rety6R)
> z=r(cosf +isinf) — \/r(cos§ +ising) (r € R et 0 €]0, 7).
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Etudier I'holomorphie et, le cas échéant, calculer la dérivée des
fonctions suivantes:

° 2> 22
2z
z s |z)?

z > z.e*
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Définition de I'holomorphie
Définition
f:9Q — C (o0 Q domaine de C) est C-dérivable en z, € Q lorsque:

lim f(z0+h) = f(20)

h—0,heC h

existe dans C. On notera alors f'(zy) cette limite.
f est holomorphe sur ) si elle est C-dérivable en tout point de ).

v

Rq: les régles de dérivation des produits, rapports, composées de fonctions
se généralisent.
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Définition de I'holomorphie
Définition
f:9Q — C (o0 Q domaine de C) est C-dérivable en z, € Q lorsque:

lim f(z0+h) = f(20)

h—0,heC h

existe dans C. On notera alors f'(zy) cette limite.
f est holomorphe sur <) si elle est C-dérivable en tout point de Q.

v

Rq: les régles de dérivation des produits, rapports, composées de fonctions
se généralisent.
Pour f(z) = 22,

h _
M — 2%+ h —— 922
h h—0,heC

f(z) = 2% est donc holomorphe sur C avec pour dérivée f'(z) = 2z.
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Analyse complexe Exercice 14

Les conditions de Cauchy

Vues en cours... a démontrer dans la suite du TD! On identifie;

C < R?
z ¢ (x,9) avec x = Rz,y = Sz, z =z + iy
fe (P,Q) avec f(z) = f(z +iy) = P(z,y) +1Q(z,y)

P({L‘,y) = %f('z% Q(m‘,y) = ‘gf(z)

Pour f(z) = 22 = (z +1iy)? = (2% — 9?) +i 2zy , P et Q sont
—_— =~

P(z,y) Q(z,y)
différentiables sur R? et:
8_P = 8—Q = 2x
or 0Oy
or _ 0@ _ ,
oy ~ oz Y

ce qui prouve (encore!) I'holomorphie. Ou trouver la dérivée?
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Analyse complexe

I

f(z) =

38/157 MAT3101 2022



Analyse complexe Exercice 14

flz)=2
h—% h
u = — —— 1
h h h—0,heR
—> —
h—0,heiR

f n'est donc dérivable en aucun point de C.
Avec f(z) =%z =z — iy, P et Q sont différentiables sur R? mais:

oP _ ., 0Q _ |

dx T ay
or _,__9Q
oy Oz
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Analyse complexe

f(2) = |

39/157 MAT3101 2022



F() = |eP

hl2 — 2 h+Zoh h h —
|Z()—|— |h |Z()‘ :Z() —|—Z}(z +hh:ZO%+Z_0+h

pas de limite pour h — 0, h € C sauf si 29 = 0.
f est C-dérivable uniquement en zp = 0 (dérivée nulle), non dérivable
ailleurs.

Avec f(2) = |2|? = 22 + y2, P et Q sont différentiables sur R? mais:

oP 0Q
—:2 _— =
Ox ”’#ay 0
oP 0Q
—:2 —_—— =
oy W7 o
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Analyse complexe

f(z) =z.¢e*

40/157 MAT3101 2022



Analyse complexe Exercice 14

f(z) = z.€?

f holomorphe sur C et:
VzeC fl(z) =¢€* + z.€®

(régle du produit de deux fonction holomorphes).
Rappel: (série entiére, rayon convergence infini)

Vérification directe et conditions de Cauchy ...a faire!
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Analyse complexe Exercice 14

On identifie classiquement:

C < R?
z=x+iy < (z,9) avec z,y € R
f(z) = flz+1iy) < f(2,9)
Q: Montrer I'équivalence entre les propriétés suivantes pour une fonction
f:9Q — C (ou Q est un domaine de C):

(i) f est dérivable en zg € C.
i ifferenti ary (oL
(ii) f est différentiable et de plus <8y)zo 1( )ZO.

(iii) f est différentiable et sa différentielle df|,, est C-linéaire.
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Exercice 14
Différentiabilité

Définition (rappel)
f : R? — C est différentiable en (0, 1o) lorsqu'il existe a,b € C tels que:
f(z,y) = f(zo,90) + alz — 20) + by — yo) + o(||(z — 20,y — yol)

Les dérivées partielles existent alors en (o, yo) et:

T
Oz (0,Y0) Ay (0,y0)

La différentielle de f en (xo,y0), notée df|(4,,y,) est I'application linéaire:

R?—C
(u,v) = au+ bv
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Analyse complexe Exercice 14

Identification C <+ R?, et en notant d = f’(z):

f est C-dérivable en 2z

)
f(2) = f(20) + d(z = 20) + o(|z — 20])



Analyse complexe Exercice 14

Identification C <+ R?, et en notant d = f’(z):

f est C-dérivable en 2z

i}
f(z) = f(z0) + d(z — 20) + o(]z — 20])
(3
f(z,y) = f(xo,y0) + d(z + iy — (w0 +iyo)) + o(|lz — xol|, [y — yoll)
i}
f(@,y) = f(z0,90) + d(z — 20) +id(y — yo) + o(llz — zoll, [ly — voll)
(3

f est différentiable en (xg,yo) et

B
Oz (z0,y0) dy (z0,90)

d'ou I'équivalence (i) et (ii) [ |
Noter que la différentielle de f est donnée par:
R? = C, (u,v)+ du+ (id)v
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Analyse complexe Exercice 14

Linéarité par rapport a Rou a C
@ : R?2 — C est R-linéaire lorsque

o(u,v) = au + bv avec a,b € C.
1 : C — C est C-linéaire lorsque

(h) = ch avec c € C.

Aprés identification C > R? par h = u + iv (avec u,v € R):

P(h) = Y(u+iv) = cu+ (ic)v (1)

e 1) C-linéaire = R-linéaire.

@ ¢ R-linéaire n'est en général pas C-linéaire.

@ ¢ R-linéaire et b = ia +> C-linéaire.

o La différentielle d'une fonction C-dérivable est du type de I'équation
(2), cad est C-linéaire. [ |
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Montrer les conditions dites de Cauchy d’holomorphie d'une fonction f,
en coordonnées cartésiennes puis polaires.

C < R?
z ¢ (z,9) avec x = Rz,y = Sz, 2z =z + iy
fe (PQ) avec f(z) = f(z +iy) = P(z,y) +1Q(z,y)

P({L‘,y) = %f('z% Q(m‘,y) = ‘gf(z)
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Montrer les conditions dites de Cauchy d’holomorphie d'une fonction f,
en coordonnées cartésiennes puis polaires.

C < R?
z ¢ (z,9) avec x = Rz,y = Sz, 2z =z + iy
fe (PQ) avec f(z) = f(z +iy) = P(z,y) +1Q(z,y)

P({L‘,y) = %f('z% Q(m‘,y) = ‘gf(z)
En un point zp <> (z0, yo):

f C-dérivable <= f différentiable et of =i of
oy ox



Analyse complexe Exercice 14

Q: Montrer les conditions dites de Cauchy d’holomorphie d'une fonction f,
en coordonnées cartésiennes puis polaires.

C < R?
z ¢ (z,9) avec x = Rz,y = Sz, 2z =z + iy
fe (PQ) avec f(z) = f(z +iy) = P(z,y) +1Q(z,y)

P({L‘,y) = %f(Z), Q(m‘,y) = ‘gf(z)

En un point zp <> (z0, yo):

f C-dérivable <= f différentiable et of =i of

oy ox

<= P et Q différentiables et OP +iQ =1 OP +iQ

dy oz

or _ 0@

<= P et Q différentiables et Oz Oy
or _ _od
oy Oz
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Analyse complexe Exercice 14

Passage en polaire

= 0
(z,y) € R? & (,0) avec {x TC?S
y = rsinf
oz
Différentielle et composition: [% %] = {% a—y} [3; g] donne les
or 90
relations:
9. _ cos¢9z _sinf 0.
ox or r 00
9. _ sm¢9z cos 9.
oy or r 00

Rq: Se retrouve aussi en écrivant la difFérentielIe 8' —dr + %dy et en
remplacant dx = axdr + 2540 et dy = dr + 6yd9
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Analyse complexe Exercice 14

Et encore les conditions de Cauchy. ..
En un point zp <> (z0,yo):

f C-dérivable < f différentiable et of =i or
oy or
df cosOOf ( of sin98f>

— =i|cosfh—— ——

et 96 o~ v o0
. . of o of
= (s1n9—1cos€)5 = (—cosf —isin#f) 50

(Of\ _ (10f
= () (%)

et avec f = P +1iQ ou P et () réelles:

8_P_18Q
or 1 oo
)o@ _ tor
or  r o
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Etudier I'holomorphie et calculer la dérivée de:

z=a+iy— 2?4 2zy — y? — 3z — iy +4 (reRetyeR)
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Etudier I'holomorphie et calculer la dérivée de:

z=a+iy— 2?4 2zy — y? — 3z — iy +4 (reRetyeR)

e Conditions Cauchy: trop facile!
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Etudier I'holomorphie et calculer la dérivée de:

z=a+iy— 2?4 2zy — y? — 3z — iy +4 (reRetyeR)

e Conditions Cauchy: trop facile!

o Dérivée: f'(z9) = (%) =2r+2iy—3=22z—-3
20
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Etudier I'holomorphie et calculer la dérivée de:

z=x 41y — 2%+ 2xy —y® — 3z — iy +4 (reRetyeR)

e Conditions Cauchy: trop facile!
o Dérivée: f'(z9) = (%) =2r+2iy—3=22z—-3
20

o Enfait: f(2) =22—-32+4
(prolongement dans C de f(x +i.0) = 22 — 3z + 4).
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Etudier I'holomorphie et calculer la dérivée de:

f(z) = o 10$3y2 — 62° + 53Uy4 + 18J:y2 + 2z —3
+i (5$4y — 1022y — 182y + 15 + 63° + 2y)
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Etudier I'holomorphie et calculer la dérivée de:

f(z) = 2° — 1023y* — 62 + by + 18xy? + 22 — 3

+i (5zty — 102%y® — 1822y + ¢° + 6y> + 2y)

e Conditions de Cauchy: facile!
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Etudier I'holomorphie et calculer la dérivée de:

f(z) = o 10$3y2 — 62° + 5avy4 + 18J:y2 + 2z —3
+i (5$4y — 1022y — 182y + 15 + 63° + 2y)

e Conditions de Cauchy: facile!
o f(z)=2°—623422—3
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Etudier I'holomorphie et calculer la dérivée de:

flz) =a" - 1023y% — 623 + bay* + 18xy% + 22 — 3
+1 (a'y — 102%y® — 182%y + y° + 6y° + 2y)

e Conditions de Cauchy: facile!

o f(z)=2°—623422—3
car f(z +1.0) = 2° — 623 + 22 — 3 et unicité du prolongement
holomorphe.
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Etudier I'holomorphie et calculer la dérivée de:

z =r(cosf +isin ) — /r(cos g + isin g) (re Ry et €l0,n|)
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Etudier I'holomorphie et calculer la dérivée de:

z =r(cosf +isin ) — /r(cos g + isin g) (re Ry et €l0,n|)

e Conditions de Cauchy: facile (en polaire)!
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Etudier I'holomorphie et calculer la dérivée de:

z =r(cosf +isin ) — /r(cos g + isin g) (r e Ryy et 0 €]0,n[)

e Conditions de Cauchy: facile (en polaire)!
Y A
f(z)-cos@(ar . r 00 ),
- o of
= (cosf —isin ) <E>z

_ (cos@ —isinf) (Of\ 1 [/of\ 1
N ir <%>Z‘E<%>f2f<z>
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Analyse complexe Exercice 14

Q: Etudier I'holomorphie et calculer la dérivée de:

z =r(cosf +isin ) — /r(cos g + isin g) (r e Ryy et 0 €]0,n[)

e Conditions de Cauchy: facile (en polaire)!
Y A
f(z)-cos@(ar . r 00 ),
- o of
= (cosf —isin ) <W>z

_ (cos@ —isinf) (Of\ 1 [/of\ 1
N ir <%>Z‘E<%>f2f<z>

e On peut dériver la relation f(2)? = 2, d'ott f/(2) = 57
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Analyse complexe Exercice 15

Enoncé:

@ Montrer que si f : 2 — C est une fonction holomorphe sur un ouvert
connexe de C, alors on a équivalence entre les propriétés:
(M f est constante sur 2.

(i) P =%R(f) est constante sur Q.
(iii) @ = S(f) est constante sur €.
(iv) |f| est constante sur .

(v) f est holomorphe sur €.

@ Montrer qu'une fonction holomorphe et a valeurs réelles sur un
domaine ouvert €2 € C est constante.
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Analyse complexe Exercice 16

Enoncé:
© Rappeler les développements des fonctions classiques
exp, cos, sin, ch, sh.
@ Donner pour z =z +iy,z € R,y € R une expression de e* a partir de
fonctions de variables réelles.
© Donner le lien entre cos et ch ainsi qu'entre sin et sh.

@ Résoudre dans C I'équation cos z = 0. On notera
z=zx+iy,z e R yeR

52/157



Analyse complexe Exercice 16

Fonctions usuelles R — R

o0 xn
Pour tout z réel: e* = Z —

n!
n=0

o
—1)" 2n
cosx22¢

=~ (2n)!
0 2n
T
chz = Z
|
= (2n)!

0 (_1)nx2n+1

sinx = E

|
~ (2n+1)!
o 2n+1
x
shz = —_—
|
= (2n +1)!

(n) N)
Taylor-Lagrange: f(x) = Zf:’;ol £ n!(o)mn + 14 N(!ez)mN, 0 €]0,1].
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Analyse complexe Exercice 16

Exponentielle complexe

@ série entiére, rayon convergence co. On note aussi exp(z) = e”.
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Analyse complexe Exercice 16

Exponentielle complexe

@ série entiére, rayon convergence co. On note aussi exp(z) = e”.

@ prolonge la fonction exponentielle réelle.

54/157



Analyse complexe Exercice 16

Exponentielle complexe

@ série entiére, rayon convergence co. On note aussi exp(z) = e”.
@ prolonge la fonction exponentielle réelle.

Arivaa- d —
o Dérivée: - expz =expz
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Analyse complexe Exercice 16

Exponentielle complexe

@ série entiére, rayon convergence co. On note aussi exp(z) = e”.
@ prolonge la fonction exponentielle réelle.

arivea d _
o Dérivée: - expz =expz

@ exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2)
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Analyse complexe Exercice 16

Exponentielle complexe

série entiére, rayon convergence co. On note aussi exp(z) = e”.

prolonge la fonction exponentielle réelle.

exp(21 + 22) = exp(z1) exp(z2)

°
°
arivaa: d _
o Dérivée: - expz =expz
°
@ (transp. suivant): Si . = Rz et y = Sz W = e%(cos y + isiny)
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Analyse complexe Exercice 16

Exponentielle complexe

série entiére, rayon convergence co. On note aussi exp(z) = e”.
prolonge la fonction exponentielle réelle.
arivea d _
Dérivée: - expz = expz
exp(z1 + 22) = exp(21) exp(22)
(transp. suivant): Si z = Rz et y = Fz: ¥ = e¥(cosy + isiny)

le?| = e®%. L'exponentielle complexe ne s'annule jamais.
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Analyse complexe Exercice 16

Exponentielle complexe

série entiére, rayon convergence co. On note aussi exp(z) = e”.
prolonge la fonction exponentielle réelle.
arivea d _
Dérivée: - expz = expz
exp(z1 + 22) = exp(21) exp(22)
(transp. suivant): Si z = Rz et y = Fz: ¥ = e¥(cosy + isiny)

le?| = e®%. L'exponentielle complexe ne s'annule jamais.
z4i27

Périodicité: e = e*

54/157



Analyse complexe Exercice 16

Prolongement des fonctions réelles

Pour tout z € C, on définit:

00 e}
B (_1)nz2n ] B (_1)nz2n+l
COSZ—T;)W San—gm
o Z2n s Z2n+1
h — - h = R —
e ,;)(2”)’ A §(2n+1)!

@ chiz=cosz shiz=isinz cosiz=chz siniz=1ishz

@ Les formules de trigonométrie connues demeurent pour les fonctions
C — C (se résument en fait a e*11%2 = e*1¢%2),

e Et pour le méme prix, on (re)trouve les formules de trigonométrie
hyperbolique. . .
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Analyse complexe Exercice 16

Q: Résoudre dans C I'équation cos z = 0.
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Analyse complexe Exercice 16

Q: Résoudre dans C I'équation cos z = 0.
On pose z = = + iy (avec z,y € R).

cosz =0 <= cos(x +iy) =0



Analyse complexe Exercice 16

Q: Résoudre dans C I'équation cos z = 0.
On pose z = = + iy (avec z,y € R).

cosz =0 <= cos(x +iy) =0

<~

<= cos(x)ch(y) — isin(x)sh(y) =0
cos(x)ch(y) = cos(z) =0

N {sm(m)sh(y) =0 { y=0

— z € g + 77
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Analyse complexe Exercice 16

Q: Résoudre dans C I'équation cos z = 0.
Autre méthode: On pose z = = + iy (avec z,y € R).

1 . . ,
cosz =0 < 5(6124-6_12) =0 <= =1



Analyse complexe Exercice 16

Q: Résoudre dans C I'équation cos z = 0.
Autre méthode: On pose z = z + iy (avec z,y € R).

1, . : .
cosz =0 < 5(6124-6_12) =0 < %

s 621x€—2y -1

e ¥=1
—
20 =+ 2kw, k€7

<= zE%—I—wZ

57/157



Analyse complexe Exercice 17

Enoncé: On désigne par C le cercle unité.

@ Calculer [ % sur le chemin C.. défini par un arc de cercle allant du
point 1 au point —1 en passant par le demi-plan supérieur 3{z} > 0.
Méme question avec le chemin C_ passant cette fois par le demi-plan
{z} <0.

dz :
@ Calculer f,%. Conclusion?

© Calculer fc g—;f pour tout n € Z. Conclusion?
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Analyse complexe Exercice 17

Q: Calculer [ % sur le chemin C défini par un arc de cercle allant du
point 1 au point —1 en passant par le demi-plan 3{z} > 0.

R

i
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Analyse complexe Exercice 17

Q: Calculer [ % sur le chemin C défini par un arc de cercle allant du
point 1 au point —1 en passant par le demi-plan 3{z} > 0.

Définition

chemin: fonction continue ~y : [tg,t1] — C

lacet: un chemin qui part et revient au méme point (v(to) = v(t1))
intégrale le long de ~y (supposé C' par morceaux):

/ f@yde= [ FO@)Y @) dt
Y

to

Rq: Si «y est un lacet, on note parfois fvf(z) dz.
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Analyse complexe Exercice 17

Q: Calculer [ % sur le chemin C.. défini par un arc de cercle allant du
point 1 au point —1 en passant par le demi-plan ${z} > 0.

&

i
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Analyse complexe Exercice 17

Q: Calculer [ % sur le chemin C.. défini par un arc de cercle allant du
point 1 au point —1 en passant par le demi-plan ${z} > 0.

&

i

1

dz .
elt =T
Cy 0

ou C+ :0,7] - C
t s el

Rq: résultat identique si changement de paramétrisation
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Analyse complexe Exercice 17

Q: Calculer [ % sur le chemin C_ défini par un arc de cercle allant du
point 1 au point —1 en passant par le demi-plan 3{z} < 0.

| R

—i

61/157



Analyse complexe Exercice 17

Q: Calculer [ % sur le chemin C_ défini par un arc de cercle allant du
point 1 au point —1 en passant par le demi-plan 3{z} < 0.

R

| R

—i

dz
/ : /Oe‘t_le Bdt =

ou C_ :[0,7] - C
—it

t—e
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Analyse complexe Exercice 17

Q: Calculer §, % pour tout n € Z.

A
%

1

-
A\
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Analyse complexe Exercice 17

Q: Calculer ¢, g—i pour tout n € Z.

N
W

1

d 2 ) 2 .
j{ —i = o n(ie‘t) dt = i/ e~ (=D gt
0 et) 0

i2r sin=1,

I
/—/H

0 sinon.

Q: Conclusion?
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Analyse complexe Exercice 17

z" 0 sinon.

Q3
i

/\ oS y{dz_ 2r sin=1,
—I\JW c

o Résidu?
e singularité?
e intégrale d'une fonction holomorphe?

@ primitive?
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Analyse complexe Exercice 18

" dz . :
Enoncé: Calculer I'intégrale / — ou T est le chemin menant du point 3
T 2

au point iv/3 en passant par I'arc de cercle d’équation (z —1)? 4 3? = 4.
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Analyse complexe Exercice 18

. dz . .
Q: Calculer l'intégrale / — ou T est le chemin menant de 3 a iv/3 en
Y 2z

passant par I'arc de cercle d'équation (z — 1)? 4 y? = 4.

R

T
i3
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Analyse complexe Exercice 18

. dz . .
Q: Calculer l'intégrale / — ou T est le chemin menant de 3 a iv/3 en
Y 2z

passant par I'arc de cercle d'équation (z — 1)? 4 y? = 4.

&
IT
iv3
i |
. r
1 3
dz /3 gjeit 1 s
T 22 /0 (1 4 2¢it)? [ 1+ 2€1t] t=0

1 i

+
3 V3
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Analyse complexe Exercice 18

dz . .
— ou T est le chemin menant de 3 a iv/3

22

Q: Calculer |'intégra|e/
T/

dessiné en vert.
S

T

iv3
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Analyse complexe Exercice 18

Q: Calculer I'intégrale —2 ou 7 est le chemin menant de 3 a iV/3
T z
dessiné en vert.

iv3
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Analyse complexe Exercice 18
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Analyse complexe Exercice 19

Enoncé:
@ Pour z € C fixé, résoudre dans C I'équation en u: e* = z.

@ On rappelle que les conditions de Cauchy s’écrivent en coordonnées
polaires (pour une fonction f = P +iQ):
oP  10Q oQ  10P
or  r of or 1o
Déterminer les fonctions holomorphes dont la partie réelle est une
fonction de r seulement.
© Comment se définit un logarithme sur C? Qu'est-ce que la
détermination principale du logarithme? Que peut-on dire concernant
I'existence d'une primitive de 1/27
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Pour z € C fixé, résoudre dans C I'équation en u: e = z.
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Pour z € C fixé, résoudre dans C I'équation en u: e = z.

@ si z = 0, pas de solution
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Pour z € C fixé, résoudre dans C I'équation en u: e = z.
@ si z = 0, pas de solution

0siz#0, z=re? =r(cosf +isinf) avecr > 0 et 6 € R.
En posant u = x + iy:

€' =z <= e“(cosy +isiny) = r(cosf + isinf)



Analyse complexe Exercice 19

Q: Pour z € C fixé, résoudre dans C I'équation en u: e = z.
@ si z = 0, pas de solution

0siz#0, z=re? =r(cosf +isinf) avecr > 0 et 6 € R.
En posant u = x + iy:

€' =z <= e“(cosy +isiny) = r(cosf + isinf)

xr=Inr
y=0+2rk, keZ
<~ u=Ilnr+il0+27k), keZ
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Pour z € C fixé, résoudre dans C I'équation en u: e = z.
@ si z = 0, pas de solution

0siz#0, z=re? =r(cosf +isinf) avecr > 0 et 6 € R.
En posant u = x + iy:

' =z <= e*(cosy +isiny) = r(cosf + isinh)
xr=Inr
y=0+2k, keZ

<~ u=Ilnr+il0+27k), keZ

@ Sur C, fonction réciproque de z — ¢* non définie en z = 0 et peut
prendre |'infinité de valeurs:

z In|z| +i(argz + 27k), k€Z

(fonction multiforme ou multivaluée)
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Déterminer les fonctions holomorphes F'(z) dont la partie réelle est une
fonction de r seulement.
Rappel: conditions de Cauchy: %—I: = %%—Cg %—? = —%%—1;
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Déterminer les fonctions holomorphes F'(z) dont la partie réelle est une
fonction de r seulement.
Rappel: conditions de Cauchy: %—I: = %%—Cg %—? = —%%—Ig
Si P(r,0) = p(r) indépendant de 0:
= (2¢ cond. Cauchy) %—? = 0 donc Q(r,0) = q(9)
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Déterminer les fonctions holomorphes F'(z) dont la partie réelle est une
fonction de r seulement.
Rappel: conditions de Cauchy: %—I: = %%—Cg %—? = —%%—Ig

Si P(r,6) = p(r) indépendant de 6:
= (2¢ cond. Cauchy) %—? = 0 donc Q(r,0) = q(6)
= (1& cond. Cauchy) rp/(r) = ¢'(f) = K ou K reéel.
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Déterminer les fonctions holomorphes F'(z) dont la partie réelle est une

fonction de r seulement.
. " L P _ 10Q 9Q _ _10P
Rappel: conditions de Cauchy: G- = - 5¢ =%

Si P(r,6) = p(r) indépendant de 6:

= (2¢ cond. Cauchy) %—? = 0 donc Q(r,0) = q(9)

= (1& cond. Cauchy) rp/(r) = ¢'(f) = K ou K reéel.
{p(r) =Kln|r|+ L

0) = K6+ M avec M, L réels.
q =
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Déterminer les fonctions holomorphes F'(z) dont la partie réelle est une

fonction de r seulement.
. " L P _ 10Q 9Q _ _10P
Rappel: conditions de Cauchy: G- = - 5¢ =%

Si P(r,6) = p(r) indépendant de 6:
= (2¢ cond. Cauchy) %—? = 0 donc Q(r,0) = q(9)
= (1& cond. Cauchy) rp/(r) = ¢'(f) = K ou K reéel.
p(r)=Kln|r|+ L
{q(ﬁ) =K0+M
= F(z)=K(Inr+1i0) + zp ot 2o = M +iL

avec M, L réels.
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Déterminer les fonctions holomorphes F'(z) dont la partie réelle est une
fonction de r seulement.
Rappel: conditions de Cauchy: %—I: = %%—Cg %—? 1op
Si P(r,0) = p(r) indépendant de 0:
= (2é cond. Cauchy) = 0 donc Q(r,0) = q(6)
= (1& cond. Cauchy) rp( )=¢'(f) = K ou K réel.
p(r)=Kln|r|+ L
{q(ﬁ) =K0+M
= F(z) = K(lnr +1i6) + zp ou 2z = M +iL

= On retrouve la fonction:

avec M, L réels.

zIn|z| +iarg 2z

Domaine? Continuité? Holomorphie?
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Comment se définit un logarithme sur C? Qu'est-ce que la
détermination principale du logarithme? Que peut-on dire concernant
I'existence d'une primitive de 1/27
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Comment se définit un logarithme sur C? Qu'est-ce que la
détermination principale du logarithme? Que peut-on dire concernant
I'existence d'une primitive de 1/27

@ Une détermination du logarithme sur un domaine 2 C C est une
fonction holomorphe L : Q — C telle que

@ = 4
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Comment se définit un logarithme sur C? Qu'est-ce que la
détermination principale du logarithme? Que peut-on dire concernant
I'existence d'une primitive de 1/27

@ Une détermination du logarithme sur un domaine 2 C C est une
fonction holomorphe L : Q — C telle que

@ = 4

e Conséquence: L'(z) = %
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Comment se définit un logarithme sur C? Qu'est-ce que la
détermination principale du logarithme? Que peut-on dire concernant
I'existence d'une primitive de 1/27
@ Une détermination du logarithme sur un domaine 2 C C est une
fonction holomorphe L : Q — C telle que

el = 4
1

o Conséquence: L'(z) = -

@ Domaine de L? Continuité? Holomorphie?
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Analyse complexe Exercice 19

Q: Comment se définit un logarithme sur C? Qu'est-ce que la
détermination principale du logarithme? Que peut-on dire concernant
I'existence d'une primitive de 1/27

@ Une détermination du logarithme sur un domaine 2 C C est une
fonction holomorphe L : Q — C telle que

@ = 4

e Conséquence: L'(z) = %

@ Domaine de L? Continuité? Holomorphie?

o La détermination principale du logarithme:
log: C\R_ —-C
z=ré’ > Inr+if our>0et|d <

SizeRy, logz =Inz.
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Analyse complexe Exercice 20

Enoncé: On rappelle: fj;o e do = /7

@ Calculer [ e=2* dz ou T est le circuit (fermé) constitué des segments
reliant les point R, R + ia, —R + ia, —R (et retour en R) ol
R >0,a > 0.

@ Etudier ce qui se passe lorsque R — +00 et prouver que
f+°° (@+ia)* g7 ne dépend pas de a.

© En déduire fo e~ cosar dr
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Analyse complexe Exercice 20

Q: Calculer [ e~** dz o T est le circuit ABCD fermé ci-dessous

(R>0,a>0). R}
ia
X <
C B
\
\
D A R
-R R
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Analyse complexe Exercice 20

Q: Calculer [ e™** dz ou T est le circuit ABCD fermé ci-dessous

(R>0,a>0). R
ia
* <
C B
\
\
D A xr
—R R
Indication:

o Ecrire la définition de I'intégrale le long du lacet.
o Utiliser une propriété pour le calculer.

La méthode suivie dans I'exercice utilise 1'égalité entre les deux...

73/157



Analyse complexe Exercice 20

2 . .2
@ z +— e % holomorphe sur C entraine / e * dz=0.
r
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Analyse complexe Exercice 20

2 . .2
@ z +— e % holomorphe sur C entraine / e * dz=0.
r

o D’autre part:

/€_Z2 dz:/ e dz—l—/ e dz—l—/ e dz—l—/ e dz
T AB BC CD DA
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Analyse complexe Exercice 20

2
0o zire holomorphe sur C entraine / e % dz=0.
r
@ D'autre part:

/€_Z2 dz:/ e dz—l—/ e % dz—l—/ e dz—l—/ e dz
T AB BC CD DA

En prenant une paramétrisation de chaque segment:

/ e dy = /a e~ (B dy
AB 0

2 R B 2
e dz= —/ e~ (@Ha)® go
R

I

/ e dz = — /a e~ CRH? gy
CD 0

ks

2 R 2
e ” dz:/ e ¥ dx
A —R
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Analyse complexe Exercice 20

2 R _.2
@ z > ¢~ * holomorphe sur C entraine / e % dz=0.
r

@ D'autre part:

/e_z2 dz:/ e dz—l—/ e % dz—l—/ e dz—l—/ e dz
T AB BC CD DA

En prenant une paramétrisation de chaque segment:

/ e dy = /a e~ (B dy
AB 0
—2? R —(z+ia)?
e ”? dz=— e dx
BC —R
/ e dz = — /a e~ CRH? gy
CD 0
_22 R _$2
e ” dz= e dx
DA -R

@ Dans la suite, utiliser |'égalité entre les deux...
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Analyse complexe Exercice 20

/ e dz+/ e dz—l—/ e dz—l—/ e dz =0
AB BC CD DA

Q: Etudier ce qui se passe lorsque R — +00 et prouver que
f+°° (@+ia)* g7 ne dépend pas de a.
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Analyse complexe Exercice 20

/ e dz+/ e dz—l—/ e dz—l—/ e dz =0
AB BC CD DA

Q: Etudier ce qui se passe lorsque R — +00 et prouver que
f+°° (@+ia)* 72 ne dépend pas de a.

2 R 2 +0o0 2
/ e % dz= / e dx —_— e dr =1
DA -R Rodoo J_oo
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Analyse complexe Exercice 20

/ e dz+/ e dz—l—/ e dz—l—/ e dz =0
AB BC CD DA

Q: Etudier ce qui se passe lorsque R — +00 et prouver que
f+°° (@+ia)* 72 ne dépend pas de a.

2 R )2 +oo s \2
/ e % dz = —/ e~ (@tHia)® go —_ —/ e~ (@Hia) o
BC -R R—+-o00 —c0
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Analyse complexe Exercice 20

/ e dz+/ e dz—l—/ e dz—l—/ e dz =0
AB BC CD DA

Q: Etudier ce qui se passe lorsque R — +00 et prouver que
f+°° (@+ia)* 72 ne dépend pas de a.

/ e dz = /a e~ (BHW)%y gy
AB 0
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Analyse complexe Exercice 20

/ e dz+/ e dz—l—/ e dz—l—/ e dz =0
AB BC CD DA

Q: Etudier ce qui se passe lorsque R — +00 et prouver que
f+°° (@+ia)* 72 ne dépend pas de a.

a
/ e dz S/ le™ (Reiy)? i| dy
AB 0
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Analyse complexe Exercice 20

/ e dz+/ e dz—l—/ e dz—l—/ e dz =0
AB BC CD DA

Q: Etudier ce qui se passe lorsque R — +00 et prouver que
f+°° (@+ia)* 72 ne dépend pas de a.

a
/ e dz S/ le™ (Reiy)? i| dy
AB 0

a
< e_R2/ eV’ dy
0
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Analyse complexe Exercice 20

/ e dz+/ e dz—l—/ e dz—l—/ e dz =0
AB BC CD DA

Q: Etudier ce qui se passe lorsque R — +00 et prouver que
f+°° (@+ia)* 72 ne dépend pas de a.

/ €_Z2 d= S/ | —(R+iy)? 1| dy
AB 0

R—+o00
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Analyse complexe Exercice 20

/ e dz+/ e dz—l—/ e dz—l—/ e dz =0
AB BC CD DA

Q: Etudier ce qui se passe lorsque R — +00 et prouver que
f+°° (@+ia)* 72 ne dépend pas de a.

/ e_Zde:—/e(RJ”y)ldy —0
cD 0 R—+o00
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Analyse complexe Exercice 20

/ e dz+/ e dz—l—/ e dz—l—/ e dz =0
AB BC CD DA

Q: Etudier ce qui se passe lorsque R — +00 et prouver que

f+°° (z+ia)?

/ e dy = /a e~ (BHW)%y gy
AB 0
—22 R —(z4ia)?
e dz = — e dx

BC —R
/ e dy = — /a e~ (CRFY)% dy

CD 0

2 L

/ e ? dz= / e dx

DA —-R

75/157

dx ne dépend pas de a.

— 0
R—+o00

400 o
N
R—+o00

—00

R—+o00

+o0 5
-y e dx =1
R—+o00

—00



Analyse complexe Exercice 20

Finalement, pour tout a > O:

+oo o
/ e~ gy = /7

—00

ce qui s'écrit aussi sous la forme (noter la transf. Fourier!):

oo 2 : 2
/ e~ e—21ax dr = \/Ee—a

—00
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Analyse complexe

. .2
Q: En déduire f0+°°e *° cos ax dx

77/157 MAT3101 2022



Analyse complexe Exercice 20

Ly . 2
Q: En déduire f0+ooe %" cosax dx
+oo 2 ]. +oo 2
/ e * cosar dr = 5/ e 7 cosax dx
0

1 [T i
=R [5 e el dw]
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Analyse complexe Exercice 21

Enoncé: Calculer:
Q /.2 zi’i+4 dz ou C est le cercle de centre 0 et de rayon 2.
Q JorgdrouC={2€Z||z—2i=4}.
(s ) fc #—E}zg dz ou C est le cercle unité.
(%] fc 2o 3 dz ou C est un circuit en 8 qui entoure les points i et 0 dans
chacune de ses boucles (dessin a faire).
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Analyse complexe Exercice 21

2
Q: . %ﬁi“ dz ou C est le cercle de centre 0 et de rayon 2.
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Analyse complexe Exercice 21

2
Q: . %ﬁj*"l dz ou C est le cercle de centre 0 et de rayon 2.

La fonction est holomorphe partout, sauf en z = —i qui est un pdle. C'est
une application du théoréme des résidus...
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Analyse complexe Exercice 21

Théoréme des résidus

o Résidu de f en a:

Res(f,a) o 7{ f(z Cqa: lacet «autour de a seulement»
27
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Analyse complexe Exercice 21

Théoréme des résidus

o Résidu de f en a:

Res(f,a) 271_7{ f(z Cq: lacet «autour de a seulement»

e (2 ouvert simplement connexe; f holomorphe sur Q\ {a;};.
7 lacet qui entoure (sens trigonométrique) les singularités {a;} ;.

1 n
i2—f;f(z) dz = ZRes(f, a;)

=1
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Analyse complexe Exercice 21

Théoréme des résidus

o Résidu de f en a:

Res(f,a) 271_7{ f(z Cq: lacet «autour de a seulement»

e (2 ouvert simplement connexe; f holomorphe sur Q\ {a;};.
7 lacet qui entoure (sens trigonométrique) les singularités {a;} ;.

1 n
i2—j€f(z) dz = ZRes(f, a;)

=1

@ Reste a savoir calculer ce résidu pour que ce soit pratique...
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Analyse complexe Exercice 21

Différentes singularités

Soit f : @ — C holomorphe sauf en un point a € Q (singularité)

@ si lim, . |f(2)]| est fini: fausse singularité, on montre que f
prolongeable par continuité et f est alors holomorphe en a.

Ex:%enz:().
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Analyse complexe Exercice 21

Différentes singularités

Soit f : @ — C holomorphe sauf en un point a € Q (singularité)

@ si lim, . |f(2)]| est fini: fausse singularité, on montre que f

prolongeable par continuité et f est alors holomorphe en a.

Ex:%enz:().

o silim, ,,|f(z)| = +oo: pole
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Analyse complexe Exercice 21

Différentes singularités

Soit f : @ — C holomorphe sauf en un point a € Q (singularité)

@ si lim, . |f(2)]| est fini: fausse singularité, on montre que f
prolongeable par continuité et f est alors holomorphe en a.
Ex: *2% en 2z = 0.

o silim, ,,|f(z)| = +oo: pole

o silim,,, |f(z)| n'existe pas: singularité essentielle
Ex: el/% en z = 0.
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Analyse complexe Exercice 21

Résidu en un poéle

a un péle (isolé) de f.

On montre (en utilisant holomorphie de ﬁ puisque lim,_,, | f(2)| = +00):
@ Ordre m du pdle a: tel que

) Hoo  sip<m,

lim; 4 [(z — )P f(2)] = .
0 si p>m.
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Analyse complexe Exercice 21

Résidu en un poéle
a un péle (isolé) de f.
On montre (en utilisant holomorphie de 5 ) puisque lim,_,, | f(2)| = +00):

@ Ordre m du pdle a: tel que

. 400 sip < m,

lim,_,, |(Z - a)pf(z)| = .
0 si p>m.

o f(z) = (fl(z)) ou f1 holomorphe en a, fi(a) # 0.
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Analyse complexe Exercice 21

Résidu en un poéle
a un péle (isolé) de f.
On montre (en utilisant holomorphie de 5 ) puisque lim,_,, | f(2)| = +00):
@ Ordre m du pdle a: tel que
lim (= — (o) = 150 AP
0 si p>m.

o f(z) = fl("‘)) ou f1 holomorphe en a, fi(a) # 0.

o f admet un développement en série de Laurent:

__&m L ] co+ci(z—a)+...
f(z)_(z—a)m+ +(z—a)+ 0+ c1( )+
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Analyse complexe Exercice 21

Résidu en un poéle
a un péle (isolé) de f.
On montre (en utilisant holomorphie de 5 ) puisque lim,_,, | f(2)| = +00):
@ Ordre m du pdle a: tel que
lim (= — (o) = 150 AP
0 si p>m.

o f(z) = fl("‘)) ou f1 holomorphe en a, fi(a) # 0.

o f admet un développement en série de Laurent:

c_ c_
f(z):7m+~‘+71+co+cl(z—a)+...

G—am G—a
o Résidu: (en se rappelant les calculs exercice 4)
Res(f,a) = c_1
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Analyse complexe Exercice 21

Résidu en un poéle
a un péle (isolé) de f.
On montre (en utilisant holomorphie de 5 ) puisque lim,_,, | f(2)| = +00):
@ Ordre m du pdle a: tel que
lim (= — (o) = 150 AP
0 si p>m.

o f(z) = fl("‘)) ou f1 holomorphe en a, fi(a) # 0.

o f admet un développement en série de Laurent:

c_ c_
f(z):7m+~‘+71+co+cl(z—a)+...

G—am G—a
o Résidu: (en se rappelant les calculs exercice 4)
Res(f,a) = c_1

o Formule générale:

1 dm—l

Res(f, CL) = (m — 1)' lli}}z dzm—1 (Z - a)mf(z)
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ol
Résidu en un pole simple
a un pdle (isolé) de f d'ordre un (m = 1)

@ f admet un développement en série de Laurent:

fz) = (;ja) teote(z—a)+...
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ol
Résidu en un pole simple
a un pdle (isolé) de f d'ordre un (m = 1)

@ f admet un développement en série de Laurent:

fz) = (;ja) teote(z—a)+...

o Résidu:

Res(f,a) = e = lim [(z — a) f(2)]
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ol
Résidu en un pole simple
a un pdle (isolé) de f d'ordre un (m = 1)

@ f admet un développement en série de Laurent:

fz) = (;ja) teote(z—a)+...
o Résidu:

Res(f,a) = e = lim [(z — a) f(2)]

e Formule parfois utile:
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ol
Résidu en un pole simple
a un pdle (isolé) de f d'ordre un (m = 1)

@ f admet un développement en série de Laurent:

flz)= +ceotalz—a)+...

c—1
(z—a)
o Résidu:

Res(f,a) = e = lim [(z — a) f(2)]

e Formule parfois utile:

Res(f,a) =

ou f(z) = D(Z; avec N(a) # 0.
@ ATTENTION: formules non valables pour un péle multiple!
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Analyse complexe Exercice 21

Q: /. 24241 12 o0 C est le cercle de centre 0 et de rayon 2.
)

z+Hi

Fonction holomorphe sur C\ {—i} (podle simple)

84/157



Analyse complexe Exercice 21

Q: /. 24241 12 o0 C est le cercle de centre 0 et de rayon 2.
)

z+Hi

Fonction holomorphe sur C\ {—i} (podle simple)

2 _4z+44
/ S z.—i— dz = i2wRes(f, —1) = i27r[,22 —dz+4],—
c z+1

= 2m(—4 + 3i)

84/157



Analyse complexe Exercice 21

Q:fczzzdeOfJC:{zeZHz—m‘:zl}_ \
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Analyse complexe Exercice 21

Q: o dzouC={z€Z||z—2i=4}. \y

Fonction holomorphe sur C\ {3i, —3i} (pdles simples).

—3i
z . .
/C m dz = 127TR€S(f, 31)
z
=121 —1._a:
' 7T[z + 3i]z_31
=17
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Analyse complexe Exercice 21

Q: [ 55 dz oun C est le cercle unité.

+2iz3
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Analyse complexe Exercice 21

Fonction holomorphe sauf en 0 (péle triple) et 1
—2i (pole simple).

R}
i
Q: /. #ﬁzs dz o C est le cercle unité. CD s

z+1 .
/C m dz = 127TR,€S(f, O) —2%
2
T KGR,
20 |dz2 (z+21) | ,_,
- g(zi —1)
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Analyse complexe Exercice 21

3 R . . .

Q: /. ﬁ dz ou C est un circuit en 8 ci-dessous.
Cx
)
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Analyse complexe Exercice 21

Q: fc = 2 dz ou C est un circuit en 8 ci-dessous.
Cx
)

N
Fonction holomorphe sauf en 0 (pdle simple) et i (pdle double). En veillant
au sens de rotation (indice du lacet par rapport au point):

/C % dz =127 (Res(f, i) — Res(f, 0))

= 4'77'(31 ~1)
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Analyse complexe Exercice 22

Enoncé: Calculer:

/+°° dx /+°° cos kx d
S ——dx
oo (T4 22)? oo 1422

+o0 d

| s w22

0 1+(L’n
+oo 1 —+o00 «
/ n—xadw / L meN"0<a<l)
0o l+4+=x o x(l+zn)
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Analyse complexe Exercice 22

Q: Calculer fj;o(lfﬁg)g

@ décomposer en éléments simples (pour les courageux...)
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Analyse complexe Exercice 22

“+o00
Q: Calculer [T Wﬁiﬁ

@ décomposer en éléments simples (pour les courageux...)

@ ou utiliser le théoreme des résidus. f(z) = m

[

I'r:=~vr+ [—-]%, f%]
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Analyse complexe Exercice 22

. +oo  dx
Q: Calculer [T Ty
@ décomposer en éléments simples (pour les courageux...)

@ ou utiliser le théoreme des résidus. f(z) = m

I'r:=~vr+ [—-]%, f%]

@ et calculer (z) dz de deux fagons différentes...
I'r
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Analyse complexe

@ Par les résidus:

7{ f(z) dz = i2wRes (f,1)
g



Analyse complexe Exercice 22

@ Par les résidus:
. . ™
]{ f(z) dz =i2wRes (f,1) = =
Tr 2

e Calcul du résidu:
» formule (pole double)
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Analyse complexe Exercice 22

@ Par les résidus:

j{ f(2) dz = i27Res (f,i) = =
T'r 2

o Calcul du résidu:
» formule (pole double)
» Développement asymptotique de f en z =i (en posant z =i+ u):
. 1 1 -1 1
fitw) = A+ ([ +u)?)?  Qu+u?)?  4u?(1+ 2)2
:_—1(1—23+...) __ .y
u? 2i 4u?  diu

d'otl on peut lire: Res(f,i) = ﬁ
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Analyse complexe Exercice 22

@ Paramétrisation du lacet:

A |
. (z)dz:/_Rmdw—l—[mf(z)dz
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Analyse complexe Exercice 22

@ Paramétrisation du lacet:

A |
. (z)dz:/_Rmdw—l—[mf(z)dz

o Faire tendre la taille du lacet vers l'infini:
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Analyse complexe Exercice 22

@ Paramétrisation du lacet:

A |
. (z)dz:/_Rmdw—l—[mf(z)dz

o Faire tendre la taille du lacet vers l'infini:

>

R 1 +oo 1
d —d
/_R (1+22)2 pra—— /_oo (1+22)2 v
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Analyse complexe Exercice 22

@ Paramétrisation du lacet:

A |
. (z)dz:/_Rmdw—l—[mf(z)dz

o Faire tendre la taille du lacet vers l'infini:

>

R 1 +oo 1
d —d
/_R (1+22)2 pra—— /_oo (1+22)2 v

» Majoration (lemme de Jordan):

(2)dz —— 0

YR R—+o00
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Analyse complexe Exercice 22

Lemme de Jordan
Sous les hypothéses:
@ f est continue en tout z de module assez grand dans le secteur
angulaire S := {2z € C | 0; < argz < 03}

o zf(z) —— 0
|z]—+o0

o chemin défini par I'arc de cercle ~, : [01,62] — C tel que 7,.(t) = re't

On a:

/Tf(z)dz—ﬂ)

r—-+00
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Analyse complexe Exercice 22

Lemme de Jordan
Sous les hypothéses:
@ f est continue en tout z de module assez grand dans le secteur
angulaire S := {2z € C | 0; < argz < 03}

o zf(z) —— 0
|z]—+o0

o chemin défini par I'arc de cercle ~, : [01,62] — C tel que 7,.(t) = re't
On a:
/ f(z)dz——0

r—-+00

Preuve: € > 0 fixé et R > 0 choisi tel que [zf(2)] < € dés que r > R.
Alors, avec r > R:

02

f(z) dz

f(ret)ire' dt‘ < L(%)E < 2me
T

Yr 01
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Analyse complexe Exercice 22

Résumé et conclusion:
(z) dz = i27Res (f,1) = T

= /_Zﬁdx +/7Rf(Z)dZ

[e o] 1 —_
oo e Ty A e

\V]

Tr

et donc:
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Analyse complexe Exercice 22

Q: Calculer [ conky gy

&

I'p:= YR + [—R,R]
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Analyse complexe

° f(z) =11z
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Analyse complexe Exercice 22

° f(2)=fx
°
i2k
7{ f(z) dz =i2wRes (f,1) = i27r6—, = e *
Tr 21
R eikx
= /;Rm dl‘ + ,ny(Z) dZ

P
—00 1422 R— o0
R—o0 lemme Jordan ?

95/157



Analyse complexe Exercice 22

ikz
° f(2) = =
°
e’k
7{ f(2) dz = i2nRes (f,i) = i2n— = e F
Tr 21
R eikx
= ——dx + f(z) dz
J/:Iz 14 a2 YR
ey o

lemme Jordan ?

o Lemme de Jordan applicable si |zf(z)] ——— 0
|z| =00
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Analyse complexe Exercice 22

ikz
° f(2) = =

°
e’k
7{ f(2) dz = i2nRes (f,i) = i2n— = e F
Tr 21
R eikw
= ——dx + f(z) dz
/;R 1 + 332 YR

oo ke g ———0
—00 1422 T R—o0

R—yoo lemme Jordan ?

o Lemme de Jordan applicable si |zf(z)] ——— 0
|z| =00

/2 2,—ky
< r* + y“e

T =@+ P Jelooo

(z + iy)eik(x-i-iy)

G =

0 pour k>0
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Analyse complexe

° f(z) =11z
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Analyse complexe Exercice 22

Of():1+:2

@ Pour £ > 0:

i2k

7{ f(2) dz = i2wRes (f,1) = i27re—, = e *
Tr 21

R ikx
:/ C _dr + [ f(2)d

R 1 +z R
Y.,
R— 00 — oo 1+a:2 R— oo

(lemme Jordan)

+o00 eth
et donc: / 5 dr = me ¥ sik>0
oo 142
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Analyse complexe Exercice 22

Of():1+;2

@ Pour £ > 0:

2k
7{ f(2) dz = i2wRes (f,1) = i27re—, = e *
Tr 21

R ikx
:/ C _dr + [ f(2)d

R 1 +z R
Y.,
R— 00 — oo 1+m2 R— oo

(lemme Jordan)

+o00 etka:
et donc: / 5 dr = me ¥ sik>0
oo 142

@ Par symétrie et en prenant la partie réelle, pour tout k € R:

+o0 ikx “+oo

e cos kx

/ 1—|—Qj2 dﬂ?:ﬂ'e_'k:/ 1_1_332 dx
—0o0 —00
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Analyse complexe Exercice 22

Of():1+,:2

@ Pour £ > 0:

2k
7{ f(2) dz = i2wRes (f,1) = i27re—, = e *
Tr 21

R ikx
:/ C _dr + [ f(2)d

R 1 +z R
Y.,
R— 00 — oo 1+12 R— oo

(lemme Jordan)

+o00 etk:c
et donc: / 5 dr = me ¥ sik>0
oo 142

@ Par symétrie et en prenant la partie réelle, pour tout k € R:

+o0 ikx “+oo

e cos kx

/ 1—|—Qj2 dﬂ?:ﬂ'e_'k:/ 1_1_332 dx
—0o0 —00

@ Pour k <0, on aurait pu prendre le lacet qui ferme par le demi-cercle
inférieur.
96/157



Analyse complexe Exercice 22

Autres calculs faisables a |'aide du théoréme des résidus:

—+00
/ dx (n>2)
0 1 + "

too ]
/ nz_

0 1+:L‘3

“+o0o &
/ ———dr neN" 0<a<l)
o x(142zn)
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Séries de Fourier

Section 3

Séries de Fourier
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Série de Fourier
Soit f fonction 2m-périodique:
Coefficients de Fourier (¢,,)nez

1 2

. _ —inx
Vn € Z: e 0 f(z)e dx

(cn)nez définis dés que f intégrable sur [0, 27], donc par ex:
o fe LY0,2n),

o f ¢ L?(0,27) (puisque L%(0,27) C L'(0,27)),
@ f continue par morceaux.

Série de Fourier

§ Cn emz
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Série de Fourier
Pour f fonction 27-périodique:

Coefficients de Fourier (a,)nen €t (bn)nen

YneN: a,= L[ f(z)cos(nx) dz by, = l/ f(z)sin(nz) dz

T ) L -

@ Lien avec les coefficients (¢p)nez

ap = C—_p +Cp, en = (an —iby)/2

Vn e N:
" bn = (C—n - Cn)/l Cn = ((Ln + lbn)/2

Série de Fourier

+o00o
%o S Z an, cos(nz) + by, sin(nx) <_ Z cneim>

2
n=1 neEZ
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L Séries de Fourier Rl

Série de Fourier dans L?

Pour f € L?(0,2m):

e Produit scalaire: (f,g) = 5= 027r f(z)g(z)* dx

o La famille (z ~ €'"®),,cz est une base orthonormée.

> inégalité de Bessel,
» approximation de f par un polynéme trigonométrique donné par
troncature de la série de Fourier.

Relation de Parseval

1913 = 5= | 1@ do= 3 feal

- nez

~~ donne la convergence de la série vers f au sens ||.|2
» L2(0,27) est un espace de Hilbert.
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Représentation ponctuelle

o Convergence dans L? donne égalité presque partout (et non pas
ponctuelle)!

e Existence des coefficients de Fourier pour f € L1(0,2m),
f ¢ L*(0,27) non nécessaire.

~ Hypothéses pour une représentation ponctuelle? Type de convergence?

Theorem (Dirichlet)

Si f est C! par morceaux et 2m-périodique, alors:

Zce s S (f@h) + @)
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Formulaire série de Fourier
Fonction f T-périodique

Coefficients et série de Fourier, avec w = 2%

1 (" :
Yn€Z, cn= —/ f(z)e " dx
T Jo
2 (T 2 (T
YneN, a,= —/ f(z) cos(wnz) de b, = —/ f(z) sin(wnz) dx
T Jo T Jo

+oo
L. . i ag :
série Fourier: E Epe™ ™ = 5 I E ay, cos(wnx) + by, sin(wnz)

neZ n=1

@ Lien entre les (cp)nez et les (an)nen, (bn)nen-
Relation de Parseval

1 /T lao
3 [ 1@ =3 e = 4 Z|n|2+|b ;

neZ
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Enoncé: Déterminer la série de Fourier de la fonction périodique de

période 27 définie par f(x) = 22 pour —m < z < 7. En déduire la somme

Z—l—oo( ! ot SO 1

des séries el P

n—= ]-712'
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L Séries de Fourier Bpil

Coefficients de Fourier

Fonction paire — développement % +- S @y, cos(nz) + by, sin(nax) ou:

1 s
Vn >1 by = — f(z)sin(nz) de =0 (parité)
7T —T
1" 2 [T,
VYn >0 ap = — f(x)cos(nz) de =— [ x*cos(nx) dx
L m™Jo
2 i T2 (T2
Vn >0 an = — [J:ZM] - —/ —zsin(nx) dx
s n 0 m™Jo N
4 [T
= — xsin(nz) dz
nm Jo
i ot Tesn) e,
nm noJ, nmy n n

2 [T 272
aoz—/ m'2d$:i
7T0 3
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Exercice 26
Théoréme de Dirichlet

e Fonction continue et C' par morceaux, donc:
2
Vo € [—m, 7] =—+ Z —5 cos(nz) .

» En z =, il vient:

9 72 =4 21 w2
n=1 n=1
» Enz =0, il vient:
2  fo© +oo 2
T 4 1 T
_ LREN +1 _
0=+ Z(—mﬁ dou ) (-1)" =13
n=1 n=1
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Relation de Parseval

Dans L?(—m, ), 'égalité de Parseval donne:

™
o z* dx 3 En_ et donc
v LomaoL o
nt 8'5 97 90
n=1
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Enoncé: Soit f la fonction impaire et 2m-périodique définie par
f(z) = 5% si x €]0, 7| et soit g définie par g(z) = f(z +1) — f(z —1).
@ Déterminer les séries de Fourier de f et g.
2

P . . N . .
@ En déduire que limy 400 D 557 = D51 o
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Coefficients de Fourier

Série de Fourier de f: > L sin(nx)

n=1

Yn >0, a,=0 -car f est impaire.

1 s 2 ™
Yn>1, b,=— f(x)sin(nz) dx = —/
L — ™ Jo

m™—X

sin(nx) dx
s . 1 s )

:/ sm(nm)daz—i——/ z(—sinnz) dx
0 T Jo

T T
— COS NI cosnxm™ 1 COoS nNx
iy R = dz
n 0 n 0 m™Jo n

1

T
—cosnm+ 1 1 cosnm
—_— _7‘(‘

T

n n

1
Yn>1, b,=—
n
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Coefficients de Fourier

Série de Fourier de g:

n=

+o0 2x1n n

1 cos(nx)

VYn >1, b, =0 car g est paire (vérification aisée).

Vn>0 a,=

Changement de

vn>0, a,=

109/157

1

™
1 2m

™ Jo

—/ 7Tg(a:) cos(nzx) dx
0

27

f(xz +1)cos(nz) dx — 1 f(x —1)cos(nz) dx

™ Jo

variable (bornes identiques car 2m-périodicité):

1 [2r
™ Jo
1 27
mJo
9 g2
™ Jo
2sinn

27

f(u) cos(n u—n)du—l f(u) cos(nu +n) du

™ Jo

f(u)[cos(nu — n) — cos(nu + n)] du

f(w) sinn sin(nu) du

sin#0etag=0.

.oa—
car cosa — cosb = —2sin

sin -



Théoréme de Dirichlet

Série de Fourier de f: 327> Lsin(nz)

n=1n

f est C' par morceaux; le théoréme de Dirichlet en 2 = 1 donne:

N
sinn w-—1
li = = f(1).
N—1>I-I|—looZ n 2 f()
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Relation de Parseval
Série de Fourier de g: 3+ 251 cog(ng)

n=1

g est C¥ par morceaux, la relation de Parseval donne:

L P e = Ly (RnY
27 _ﬁg -2 n

n>1

Pour le calcul de I'intégrale, on vérifie:
7—1 sixz€]0,1]
g(z) =< —1 size]l,m—1]
-1 siz€lr—1,7]
ce qui permet d'obtenir
Jo Ng(@) P dz =2 [ |g(2)|* dz = 2[(m — 1) + (7 — 1)] = 2m(7 — 1).

Enfin:
. 2
sinn 1 T—1
=—2 —1) = .
Z( n ) 4m m(m—1) 2

n>1
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Enoncé: Soit f: R — R continue et 27-périodique. On note ¢, (f) ses
coefficients de Fourier (notation usuelle).

o
2]

o

112/157

Montrer que ¢, (f) —— 0.

n—+oo

On suppose f est C* (k fois continiiment dérivable, k& > 1). Etablir
une relation entre les coefficients de Fourier de f et de f().
En déduire que si f est C*, alors ¢, (f) = o(1/n¥) pour tout entier k.
Réciproquement, on suppose que, pour tout entier k, cn(f) = o(1/nF)
quand |n| — +o00. On pose S(x) =, 7 ca(f)e™™.

© Démontrer que S est C™ et calculer les coefficients de Fourier de S*)

en fonction de ceux de S.
® Démontrer que deux fonctions continues qui ont les mémes coefficients

de Fourier sont égales (utiliser le théoréme de Parseval).
© En déduire que f = S et donc que f est de classe C°.

Résumer le théoréme démontré dans cet exercice.



Transformée de Fourier

Section 4

Transformée de Fourier
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Transformée de Fourier Exercice 38

Enoncé: On note F |'opérateur de transformation de Fourier. Dans tout
I'exercice, on veillera a préciser le cadre fonctionnel des transformées que I'on
écrira.

1 silz|<1/2
@ Calculer la transformée de Fourier de g(z) = { S! el < 1/
0 sinon.
@ En déduire les transformées de Fourier de:
1 sif|z|<A/2 1 si|lz—b]<A/2
ga(z) = . ol < 4/ gap(z) = . | <4/
0 sinon. 0 sinon.

1—|z| sifz| <1

0 sinon.

+oo i 2
Calculer 7 [(%)2} et en déduire/ (smmv) dx.

T
G0 /s 3
sin
Calculer dx.
e T

+00 o
sin 7z . .
Calculer / dx (préciser la définition).

o T
oo /sin T
oo T

résultat différent de celui utilisé précédemment).

oo /ginga\?
(&) Calculer/ < > dx.
e T

113/157

(2]

Calculer la transformée de Fourier de h(z) =

e ©6 o o

2
Calculer F [S22Z] et retrouver / ) dx (en utilisant un




Transformée de Fourier Exercice 38

Transformée de Fourier

e Pour toute fonction f, transformée de Fourier notée f
e opérateur de Fourier F: f — f

—+00
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Transformée de Fourier Exercice 38

Transformée de Fourier

o Pour toute fonction f, transformée de Fourier notée f
e opérateur de Fourier F: f — f
—+00

for= [ pae i

—00

noté aussi f IF f ou encore f(t) TE f(v)

o opérateur de Fourier inverse F : f — f

~ +OO .
for= [ r@er e i

—00
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Transformée de Fourier Exercice 38

Transformée de Fourier

Pour toute fonction f, transformée de Fourier notée f

opérateur de Fourier F: f — f

—+00

for= [ pae i

—00

noté aussi f IF f ou encore f(t) TE f(v)

opérateur de Fourier inverse F : f s f

~ +OO .
for= [ r@er e i

—00

v est appelé fréquence

Rq: variables sous les intégrales sont muettes, opérateur de Fourier
inverse souvent utilisé en intégrant sur les fréquences
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Transformée de Fourier Exercice 38

1 silz| <1/2

Q: Calculer la transformée de Fourier de g(x) = _
o 0 sinon.
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Transformée de Fourier Exercice 38

1 silz| <1/2

Q: Calculer la transformée de Fourier de g(x) = _
o 0 sinon.

“+00 .
i) = / g(2)e ™ da

—0o0

1/2 )
:/ e—lZm/x dr
-1/2

i 1/2
|:€ 127r1/x:| /

—2mv | /2
sin v

= sinus cardinall
TV

Existence de la TF: avait-on le droit de faire ainsi? Et pour v = 07
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Exercice 38
TF dans L'(R)

o f e LY(R) signifie / |f(z)] dr < +o0, cad aussi f est intégrable
R

(sens Lebesgue, donc absolument).
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Exercice 38
TF dans L'(R)

o f e LY(R) signifie / |f(z)] dr < +o0, cad aussi f est intégrable
R

(sens Lebesgue, donc absolument).
e Pour f € L'(R):
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Exercice 38
TF dans L'(R)

o f e LY(R) signifie / |f(x)] dv < +o0, cad aussi f est intégrable
R

(sens Lebesgue, donc absolument).
e Pour f € L'(R):

+oo
» f(v)= / f(z)e™™®  dr  existe pour tout v € R.
— 00

intégrable car € L*(R)!
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Exercice 38
TF dans L'(R)

o f e LY(R) signifie / |f(z)] dz < +o00, cad aussi f est intégrable
R
(sens Lebesgue, donc absolument).

e Pour f € L'(R):

+oo
» f(v)= / f(z)e™™®  dr  existe pour tout v € R.
— 00

intégrable car € L*(R)!
» f(v) est continue
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Exercice 38
TF dans L'(R)

o f e LY(R) signifie / |f(x)] dv < +o0, cad aussi f est intégrable
R

(sens Lebesgue, donc absolument).
e Pour f € L'(R):

+oo
» f(v)= / f(z)e™™®  dr  existe pour tout v € R.
— 00

intégrable car € L*(R)!
» f(v) est continue
> hml/%ioo f(l/) =0
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Exercice 38
TF dans L'(R)

o f e LY(R) signifie / |f(x)] dv < +o0, cad aussi f est intégrable
R

(sens Lebesgue, donc absolument).
e Pour f € L'(R):

+oo
» f(v)= / f(z)e™™®  dr  existe pour tout v € R.
— 00

intégrable car € L*(R)!
» f(v) est continue
> liAmV%ioo f(l/) =0
>

f(v) est bornée
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Exercice 38
TF dans L'(R)

o f e LY(R) signifie / |f(x)] dv < +o0, cad aussi f est intégrable
R

(sens Lebesgue, donc absolument).
e Pour f € L'(R):

+oo
» f(v)= / f(z)e™™®  dr  existe pour tout v € R.
— 00

intégrable car € L*(R)!
f(v) est continue
lim, 400 f(l/) =0
f(v) est bornée
mais a priori f ¢ L'(R) (sauf cas particulier).

vV vV v v
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Transformée de Fourier Exercice 38

Q: Déduire de §(v) les transformées de Fourier de (A > 0, b € R):

oale) = {1 si |z| < A/2 oas(z) = {1 si |z — b < A/2

0 sinon. 0 sinon.
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Transformée de Fourier Exercice 38

Q: Déduire de §(v) les transformées de Fourier de (A > 0, b € R):

1 sijz| < AJ2 1 sijlz—b<A/2
ga(z) = ) gap(x) = .
0 sinon. 0 sinon.
Par un calcul identique a celui de g(v) (intégration de  +— e~2™% sur un

intervalle):

sinmr A
— _ 4
9a(v) TvA
. in A
— _ A —i27wb Sin Tv
gA’b(V) € v A
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Transformée de Fourier Exercice 38

Q: Déduire de §(v) les transformées de Fourier de (A > 0, b € R):

1 sijz| < AJ2 1 sijlz—b<A/2
ga(z) = ) gap(x) = .
0 sinon. 0 sinon.
Par un calcul identique a celui de g(v) (intégration de  +— e~2™% sur un

intervalle):

sinTrvA
_— 4
9a(v) TvA
T (v) = Ae—i2mb sinTv A

v A

S'obtient plus simplement par les propriétés de dilatation/translation en
écrivant:

ga(z) =g(@/A)  gap(r) = ga(z —b)
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Transformée de Fourier Exercice 38

Dilatation, translation

Property

~

Si f(x) LN f(v) alors:

L. TF, 1 (v
dilatation fQz) — |)\|f (X>
translation f(z—0b) I e 2 f ()

modulation e2maT £ () ELN f(v—a)

@ A utiliser pour systématiser et faciliter certains calculs!
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Transformée de Fourier Exercice 38

1—Jz| silz|<1

Q: Calculer la transformée de Fourier de h(z) = _
- 0 sinon.
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Transformée de Fourier Exercice 38

1—Jz| silz|<1

0 sinon.

R +o0o ) 0 1
h(v) = / h(z)e 2™ dy = / +/
—00 -1 0

= ...intégration par parties. .. calcul a faire...

. 2
sin v

Q: Calculer la transformée de Fourier de h(z) =
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Transformée de Fourier Exercice 38

1—Jz| silz|<1

0 sinon.

R +o0o ) 0 1
h(v) = / h(z)e 2™ dy = / +/
—00 -1 0

= ...intégration par parties. .. calcul a faire...
. 2
sin v

@ En observant h = g % g, résultat immédiat:

h(v) = §(v)?

Q: Calculer la transformée de Fourier de h(z) = {
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Transformée de Fourier Exercice 38

1—Jz| silz|<1

0 sinon.

R +o0o ) 0 1
h(v) = / h(z)e 2™ dy = / +/
—00 -1 0

= ...intégration par parties. .. calcul a faire...
. 2
_ (sinmv
@ En observant h = g % g, résultat immédiat:

h(v) = §(v)?

o Rq: h e L*(R) (alors que § ¢ L'(R)).

Q: Calculer la transformée de Fourier de h(z) = {
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Transformée de Fourier Exercice 38

Convolution

Définition (produit de convolution de f et g)
+oo

(fxg)(x) = f(u)g(z —u) du

—+00

— (g f)(@) = / o(u) f(z — u) du

—00
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Transformée de Fourier Exercice 38

Convolution

Définition (produit de convolution de f et g)
+oo

(fxg)(x) = f(u)g(z —u) du

—+00

= (g% f)(@) = / 9(u) f(z — u) du

—00

Rq: Notation abusive possible: (f x g)(z) = f(z) x g(x)
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Transformée de Fourier Exercice 38

Convolution

Définition (produit de convolution de f et g)
+oo

(fxg)(x) = f(u)g(z —u) du

—+00

= (g% f)(@) = / 9(u) f(z — u) du

—00

Rq: Notation abusive possible: (f x g)(z) = f(z) x g(x)
Property

TF .
frxg—fg
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Transformée de Fourier Exercice 38

Convolution

Définition (produit de convolution de f et g)
+oo

(fxg)(x) = f(u)g(z —u) du

—+00

= (g% f)(@) = / 9(u) f(z — u) du

—00

Rq: Notation abusive possible: (f x g)(z) = f(z) x g(x)
Property

TF .
frxg—fg

Rq: Validité des équations ci-dessus sous réserve d’existence.
Quelques conditions suffisantes:

® f.ge L'(R)
o f,ge L'(R) et f,§ € LY(R): alors F[f.g] — f*g
@ autres: f € L'(R)etge L*(R) / ...
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Transformée de Fourier Exercice 38

+o0 : 2
Q: Calculer & [(M)ﬂ et en déduire / (M) do.

T
—oo V(¥
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Transformée de Fourier Exercice 38

+oo : 2
Q: Calculer & [(M)ﬂ et en déduire/ (Slnmp> i

T
s X

o D’aprés question précédente:

sin v

h) = (1 - 2D Lppy(@) 5 ) = (

TV
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Transformée de Fourier Exercice 38

+oo : 2
Q: Calculer & [(M)ﬂ et en déduire/ (Slnﬂ'x> i

T
s X

o D’aprés question précédente:

. 2
h) = (1 - 2D Lppy(@) 5 ) = (S“””)

TV

o Prop: (TF inverse) h € L',h € L' et h continue donnent:

(Vz € R) h(z) = /R h(v)eti?™® qy
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Transformée de Fourier Exercice 38

+oo : 2
Q: Calculer & [(M)ﬂ et en déduire/ (Slnﬂ'x> i

T
s X

o D’aprés question précédente:

TV

: 2
TF - sin v
) = (1~ el o) 5 ho) = (2222
o Prop: (TF inverse) h € L',h € L' et h continue donnent:

(Vz € R) h(z) = /R h(v)eti?™® qy

o Aprés reécriture: F [(M)Q] (v) = h(v). (ausens L'(R))

T
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Transformée de Fourier Exercice 38

+oo : 2
Q: Calculer & [(M)ﬂ et en déduire/ (Slnﬂ'x> i

T
s X

o D’aprés question précédente:

TV

: 2
TF - sin v
) = (1~ el o) 5 ho) = (2222
o Prop: (TF inverse) h € L',h € L' et h continue donnent:

(Vz € R) h(z) = /R h(v)eti?™® qy

o Aprés reécriture: F [(M)Q] (v) = h(v). (ausens L'(R))

oo fgin g\ 2
./ < ) da = h(0) = 1.
oo T
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+oo fsinga )
Q: Calculer — | dux.

oo T
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Transformée de Fourier Exercice 38

+oo /ain e\ 3
Q: Calculer / < ) dz.
- oo T

En considérant g x g x g = g x h et propriété de la convolution:

(g% h)(z) <sin7w>3

TV
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Transformée de Fourier Exercice 38

+oo /ain e\ 3
Q: Calculer / < ) dz.
- oo T

En considérant g x g x g = g x h et propriété de la convolution:

(g% h)(z) <sin7w>3

TV

Par suite:

/- (Sifrj”f v = (hx 9)(0)

+oo
= / g(x)h(0 — x) dx

—00
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Transformée de Fourier Exercice 38

+oo /ain e\ 3
Q: Calculer / < ) dz.
- oo T

En considérant g x g x g = g x h et propriété de la convolution:

(g% h)(z) <sin7w>3

TV

Par suite:

/_:o (Sifrj”f dv = (hx 6)(0)

400
= / g(x)h(0 — x) dx

—00

et par calcul d'aire:

—3/4
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Transformée de Fourier Exercice 38

+0oo o
sin 7z . I
Q: Calculer / —— dx (préciser la définition).
- T

—00
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Transformée de Fourier Exercice 38

+0oo o
sin 7z . I
Q: Calculer / —— dx (préciser la définition).
- T

—00

o LTI ¢ I1(RR) (cad non intégrable)
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Transformée de Fourier Exercice 38

+0oo o
sinmz ) .
Q: Calculer dx (préciser la définition).
p
— oo TX

sinmz o 11(R) (cad non intégrable)
Property (extension formule d'inversion dans L'(R))
Sige L', g classe C' sauf nombre fini de discontinuités, ¢ € L':
R

) 1
9 ~ +i2wvx _ = aF -
REIEOO _RQ(V)e dv = 2 (g(m ) * 9(517 ))

123/157



Transformée de Fourier Exercice 38

+0oo o
sin 7z . I
Q: Calculer / dx (préciser la définition).
- oo TT

sinmz o 11(R) (cad non intégrable)
Property (extension formule d'inversion dans L'(R))
Sige L', g classe C' sauf nombre fini de discontinuités, ¢ € L':
R

) 1
9 ~ +i2wvx _ = aF -
REI—EOO _RQ(V)e dv = 2 (g(x ) * 9(517 ))

@ Avec ffooo définie comme la limite ci-dessus:

+oo s
/ sin Tv dv = g(0) = 1
oo TV
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Transformée de Fourier Exercice 38

+oo : 2
i sin Tz
Q: Calculer & [%] et retrouver/ <—> dzr.

oo T
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Transformée de Fourier Exercice 38

+oo : 2
i sin Tz
Q: Calculer & [%] et retrouver/ <—> dzr.

oo T

o B¢ I(R)
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Transformée de Fourier Exercice 38

+oco : 2
i sin Tz
Q: Calculer & [%] et retrouver/ <—> dzr.

oo T

o STZ ¢ [I(R)

T

o LTI ¢ [ 2(R): transformée de Fourier dans L*(RR) ou transformée

Parseval-Plancherel
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Transformée de Fourier Exercice 38

oo /o 2
‘ sin Tx
Q: Calculer 7 [$2I2] et retrouver/ < > dx.

oo T

o STZ ¢ [I(R)

T

o LTI ¢ [ 2(R): transformée de Fourier dans L*(RR) ou transformée

Parseval-Plancherel
e D'aprés question précécente, pour presque tout v:
B sinma

1; —i27wxd — =1
g w0 == )

dou F [M] =g.

T
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Transformée de Fourier Exercice 38

oo /o 2
‘ sin Tx
Q: Calculer F [$2TZ] et retrouver / < > dx.

oo T

o STZ ¢ [I(R)

T

o LTI ¢ [ 2(R): transformée de Fourier dans L*(RR) ou transformée

Parseval-Plancherel

e D'aprés question précécente, pour presque tout v:

R .
) sinTr _jy
REI-EOO » — T dr = g(v) = 1_1/2,1/9/(V)

dou 7 [s52] g
@ Formule de Parseval:

400 . 2 0o
PRTTY e = (v)?dv=1.
T g
) —00
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Exercice 38
Transformée de Fourier dans L*(R) (1/2)

o Au départ: opérateur J défini pour toute fonction dans L'(R).
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Exercice 38
Transformée de Fourier dans L*(R) (1/2)

o Au départ: opérateur J défini pour toute fonction dans L'(R).

e Prolongation J pour toutes les fonctions de L?(R)
Argument: densité de L!'(R) N L?(R) dans L%(R)
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Exercice 38
Transformée de Fourier dans L*(R) (1/2)

o Au départ: opérateur J défini pour toute fonction dans L'(R).

e Prolongation J pour toutes les fonctions de L?(R)
Argument: densité de L!'(R) N L?(R) dans L%(R)
o Si f e L*(R) alors f, = f.1|_,, est dans L'(R) N L*(R):
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Exercice 38
Transformée de Fourier dans L*(R) (1/2)

o Au départ: opérateur J défini pour toute fonction dans L'(R).

e Prolongation J pour toutes les fonctions de L?(R)
Argument: densité de L!'(R) N L?(R) dans L%(R)
o Si f e L*(R) alors f, = f.1|_,, est dans L'(R) N L*(R):
» f, ——— fetdonc Ff, —— Ff
n—-+oo n—-+o0o
(au sens limites dans L?(R))
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Exercice 38
Transformée de Fourier dans L*(R) (1/2)

o Au départ: opérateur J défini pour toute fonction dans L'(R).
e Prolongation J pour toutes les fonctions de L?(R)
Argument: densité de L!'(R) N L?(R) dans L%(R)

o Si f e L*(R) alors f, = f.1|_,, est dans L'(R) N L*(R):

» f, ——— fetdonc Ff, —— Ff

n—-+4oo n—-+4o0o
(au sens limites dans L?(R))

» Donne en pratique:

f(v) = lim e 2V £ (1) da

n—-+oo _n

(égalité au sens L?(IR) mais aussi p.p. par le th. Carleson)
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Exercice 38
Transformée de Fourier dans L?(R) (1/2)

o Au départ: opérateur J défini pour toute fonction dans L'(R).
e Prolongation J pour toutes les fonctions de L?(R)
Argument: densité de L!'(R) N L?(R) dans L%(R)

o Si f e L*(R) alors f, = f.1[_,, , est dans L'(R) N L*(R):

» f, — fetdonc Ff, —— Ff

n—-+4oo n—-+4o0o
(au sens limites dans L?(R))

» Donne en pratique:

f(v) = lim e 2V £ (1) da

n—-+oo _n

(égalité au sens L?(IR) mais aussi p.p. par le th. Carleson)

o J défini sur L!(R) et sur L2(R) coincident sur L'(R) N L2(R).
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Transformée de Fourier Exercice 38

Transformée de Fourier dans L*(R) (2/2)

Théoreme (Parseval-Plancherel)

Transformation de Fourier F (et F) se prolonge en opérateur linéaire
L*(R) — L*(R). Pour f,g € L*(R), avec f = Ff, g = Fg:
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Transformée de Fourier Exercice 38

Transformée de Fourier dans L*(R) (2/2)

Théoreme (Parseval-Plancherel)

Transformation de Fourier F (et F) se prolonge en opérateur linéaire
L*(R) — L*(R). Pour f,g € L*(R), avec f = Ff, g = Fg:

o FFf =3JFFf = f (presque partout)
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Transformée de Fourier Exercice 38

Transformée de Fourier dans L?(R) (2/2)

Théoreme (Parseval-Plancherel)

Transformation de Fourier F (et F) se prolonge en opérateur linéaire
L*(R) — L*(R). Pour f,g € L*(R), avec f = Ff, g = Fg:

o FFf =3JFFf = f (presque partout)
o relation de Parseval: / f(z)g(x) do = / f ) ()
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Transformée de Fourier Exercice 38

Transformée de Fourier dans L?(R) (2/2)

Théoreme (Parseval-Plancherel)

Transformation de Fourier F (et F) se prolonge en opérateur linéaire
L*(R) — L*(R). Pour f,g € L*(R), avec f = Ff, g = Fg:

o FFf =3JFFf = f (presque partout)
o relation de Parseval: / f(z)g(x) do = / f ) ()

o J est une isométrie: ||f||*> = HfH2
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Transformée de Fourier

oo /o 4
sin7Tx

Q: Calculer m——— dx.

— T

—0o0

127/157 MAT3101 2022



Transformée de Fourier Exercice 38

oo /o 4
Q: Calculer / <w> dx
- oo T

En appliquant la relation de Parseval ou les propriétés de la convolution:

Yoo /o 4
/ (smmv) dz = 2/3
oo T
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Transformée de Fourier Exercice 39

Enoncé: On note 14 la fonction caractéristique d’'un ensemble A et F
I'opérateur de Fourier.
Soit a €]0, +oo[. On considére les fonctions définies sur R par

k
falz) = e_a“]l]O,Jroo[(x) et pour k € N1 ¢p(x) = %fa(az) .

@ Calculer F[f,] et en déduire Fey].

@ Soit g, définie pour tout x par g,(z) = fo(z) + fo(—x). Déterminer
Flga) et en déduire la valeur de I'intégrale

+2° cos(w) "
/0 T 22 dr (w € R fixe)).

© Soit h, définie pour tout x par hy(x) = fo(x) — fo(—2). Déterminer
Flha).
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Transformée de Fourier Exercice 40

—7I'(B2

Enoncé: Soit la fonction définie sur R par f(z) =e
o Etablir une équation différentielle vérifiée par la transformée de Fourier
fdef.
© Intégrer cette equatlon différentielle et en déduire que
f(v) = Ke=™” ou K est une constante.

© Trouver la constante K en redémontrant au passage que
2
fj;o e do = 1.

. . _h2
@ Calculer le produit de convolution e bx

—ax? N
a4 x e , ol a,b>0.
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Transformée de Fourier Exercice 40

Q: Soit f(z) = e~ et f=97.

Equation différentielle vérifiée par f?
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Transformée de Fourier Exercice 40

Q: Soit f(z) = e~ et f=97.

Equation différentielle vérifiée par f?

Dériver au choix f ou f et se rappeler les propriétés de dérivation de la
transformée de Fourier.
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Transformée de Fourier Exercice 40

Transformée de Fourier et dérivation

Property

., TF 2 . -
Si f — f, alors sous réserve d’existence:

fi@) = @) f) D@ 5 (200)"f(v)
(—i2me) f(z) = f'(v) (—i2me)" f(z) = f™(v)
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Transformée de Fourier Exercice 40

Transformée de Fourier et dérivation

Property
., TF 2 . -
Si f — f, alors sous réserve d’existence:

fi@) = @) f) D@ 5 (200)"f(v)
(—i2me) f(z) = f'(v) (—i2me)" f(z) = f™(v)

e formule identique en physique: jw <> 27V
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Transformée de Fourier Exercice 40

Transformée de Fourier et dérivation

Property
., TF 2 . -
Si f — f, alors sous réserve d’existence:

fi@) = @) f) D@ 5 (200)"f(v)
(—i2me) f(z) = f'(v) (—i2me)" f(z) = f™(v)

o formule identique en physique: jw < 27V

o régularité/deérivabilité «— décroissance a +oo
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Transformée de Fourier Exercice 40

Transformée de Fourier et dérivation

Property
., TF 2 . -
Si f — f, alors sous réserve d’existence:

fi@) = @) f) D@ 5 (200)"f(v)
(—i2ma) f(z) — f'(v) (—i2mz)" f(z) = f™(v)

o formule identique en physique: jw < 27V

o régularité/deérivabilité «— décroissance a +oo

e S(R) = fonctions infiniment dérivables et décroissance rapide (ainsi
que leurs dérivées)
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Transformée de Fourier Exercice 40

Transformée de Fourier et dérivation

Property
., TF 2 . -
Si f — f, alors sous réserve d’existence:

fi@) = @) f) D@ 5 (200)"f(v)
(—i2ma) f(z) — f'(v) (—i2mz)" f(z) = f™(v)

o formule identique en physique: jw < 27V

o régularité/deérivabilité «— décroissance a +oo

e S(R) = fonctions infiniment dérivables et décroissance rapide (ainsi
que leurs dérivées)

» espace S(R) stable par transformée de Fourier
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Transformée de Fourier Exercice 40

Transformée de Fourier et dérivation

Property
., TF 2 . -
Si f — f, alors sous réserve d’existence:

fi@) = @) f) D@ 5 (200)"f(v)
(—i2ma) f(z) — f'(v) (—i2mz)" f(z) = f™(v)

o formule identique en physique: jw < 27V

o régularité/deérivabilité «— décroissance a +oo
e S(R) = fonctions infiniment dérivables et décroissance rapide (ainsi
que leurs dérivées)

» espace S(R) stable par transformée de Fourier
» pour f dans S(R), propriétés ci-dessus vraies sans restriction
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Transformée de Fourier

Q: Soit f(z) = e ™" et f = FF.
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Transformée de Fourier Exercice 40

2

Q: Soit f(x) =™ et f=97.

f € S(R) et les formules de dérivation s'appliquent.
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Q: Soit f(z) = e~ et f=97.

f € S(R) et les formules de dérivation s'appliquent.
e En dérivant f:

Fl(z) = —2rze™ ™ = %(—i27rx)f(x) et donc:

~

f'v)  dou: fl(v)=—2mvf(v).
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ercice 40

Q: Soit f(z) = e~ et f=97.

f € S(R) et les formules de dérivation s'appliquent.
o En dérivant f:

Fl(z) = —2rze™ ™ = %(—i27rx)f(x) et donc:
(@2m)f) = 2 fw)  dow ') = —2m0f(v).

o En dérivant f:

f'(v) = g(=i2ma) f(2))(v) = iF ['(2)] = i(i27v) f(v)
= 21 f(v)
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Transformée de Fourier Exercice 40

Q: Intégrer I'équation différentielle f'(v) = —27vf(v) et en déduire f(v).
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Q: Intégrer I'équation différentielle f'(v) = —27vf(v) et en déduire f(v).

e Equation différentielle linéaire du premier ordre et homogéne (sans
second membre), voir en bas:

~ 2

fwy=Ke™, KeC

A~ ~ 2 A ! £/
f'v) = =2mvf(v) & <e””hf(u)> = 0 ou en écrivant: %%f% = =27V
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Q: Intégrer I'équation différentielle f'(v) = —27vf(v) et en déduire f(v).

e Equation différentielle linéaire du premier ordre et homogéne (sans
second membre), voir en bas:

~ 2

fwy=Ke™, KeC

° K:f(O):/+OOf($) d$:/+ooe_m2 dx >0

—00 —00

A 2 A !
f'v) = =2mvf(v) & <e“”hf(u)> = 0 ou en écrivant: f: ; = =27V
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Q: Intégrer I'équation différentielle f'(v) = —27vf(v) et en déduire f(v).

e Equation différentielle linéaire du premier ordre et homogéne (sans
second membre), voir en bas:

~ 2

fwy=Ke™, KeC

° K:f(O):/+OOf(a:) d$:/+ooe_m2 dx >0

o Comme f = K.f et FF[f](z) = f(—z) et [ paire:
FHf =] =FK S =Kf=K*f=f
Finalement, K =1 et donc

_a2 TF .2
e~ T e~ ™

A~ ~ 2 A ! £/
f'v) = =2mvf(v) & <e””“f(u)> = 0 ou en écrivant: %%f% = =27V
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Transformée de Fourier Exercice 40

Q: Calculer le produit de convolution e L o=t (o a>0eth>0
X p
fixés).
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Transformée de Fourier Exercice 40

Q: Calculer le produit de convolution e~ % e=%** (ona >0 et b> 0
fixés).

@ Calcul pas évident. .. passer par la transformée de Fourier?
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Transformée de Fourier Exercice 40

Q: Calculer le produit de convolution e~ % e=%** (ona >0 et b> 0
fixés).
@ Calcul pas évident. .. passer par la transformée de Fourier?

@ Propriété de la convolution/transf. Fourier:

= % 78 T G| (1)Fe (1)
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Transformée de Fourier Exercice 40

Q: Calculer le produit de convolution e~ % e=%** (ona >0 et b> 0
fixés).
@ Calcul pas évident. .. passer par la transformée de Fourier?

@ Propriété de la convolution/transf. Fourier:
= % 78 T G| (1)Fe (1)

@ Ci-dessus:
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Transformée de Fourier Exercice 40

Q: Calculer le produit de convolution e~ % e=%** (ona >0 et b> 0
fixés).
@ Calcul pas évident. .. passer par la transformée de Fourier?

@ Propriété de la convolution/transf. Fourier:

= % 78 T G| (1)Fe (1)

o Ci-dessus:
» Fle=7")(v) et Fle=b*")(v) sont des gaussiennes
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Transformée de Fourier Exercice 40

Q: Calculer le produit de convolution e~ % e=%** (ona >0 et b> 0
fixés).
@ Calcul pas évident. .. passer par la transformée de Fourier?

@ Propriété de la convolution/transf. Fourier:

= % 78 T G| (1)Fe (1)

@ Ci-dessus:

» Fle=7")(v) et Fle=b*")(v) sont des gaussiennes
» le produit des deux est une gaussienne!
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Transformée de Fourier Exercice 40

Q: Calculer le produit de convolution e~ % e=%** (ona >0 et b> 0
fixés).
@ Calcul pas évident. .. passer par la transformée de Fourier?

@ Propriété de la convolution/transf. Fourier:

= % 78 T G| (1)Fe (1)

o Ci-dessus:
» Fle="](v) et Fle=b*"](v) sont des gaussiennes

» le produit des deux est une gaussienne!
2 2 .
> e % e~ """ est donc une gaussienne

—ax

Reste a trouver |'expression exacte et s'interroger: ne serait-ce pas un
résultat connu et déja vu ailleurs?
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Transformée de Fourier Exercice 40

e Pour a > 0 quelconque!:

2 2 m 2 us 2,2
ee? = ¢m(V/5o)? I \/je_”(\/fl‘) = \/je_an
a a

!Rappel: 7 n'est pas quelconque!
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Transformée de Fourier Exercice 40

e Pour a > 0 quelconque!:

_az? _ @,)2 TF T _ )2 T _x%?
e~ — ¢ W(\/:x) LN Ze m( ay) o Te .
a a
1 1 _.1 . _ab .
@ En posant ; + 3 =: ¢ cad ¢ := et
a2 _ 2 TF s 212 T _7r2u2 T —n2,2
e 4 o bx Ze A Ze T — e C
a b \/ab

!Rappel: 7 n'est pas quelconque!
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Transformée de Fourier Exercice 40

e Pour a > 0 quelconque!:

!Rappel: 7 n'est pas quelconque!
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Distributions

Section 5

Distributions
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Distributions Dirac

Enoncé: Calculer la limite quand n — 4oc de la suite de fonctions

_ 2.2 , . .
fn(x) =ne~™"*" d'abord au sens des fonctions usuelles, puis au sens des
distributions.
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2,2

Q: Limite quand n — 400 de la suite de fonctions f,(z) = ne™ ™",
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2,2

Q: Limite quand n — 400 de la suite de fonctions f,(z) = ne™ ™",

Jfa(x)

f3(x)
fa(z)
fi(x)
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Distributions Dirac

2.2

Q: Limite quand n — 400 de la suite de fonctions f,(z) = ne™ ™",

fa(z)

@ convergence simple des fonctions:
pour z £ 0, fu(z) ——— 0
n

fl0) = oo
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Distributions Dirac

e dans D’(R), distributions réguliéres associées Ty, ———77
n——+oo
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Distributions Dirac

e dans D’'(R), distributions réguliéres associées T, —+>??
n——+00

Définition (limite d'une suite de distributions)

On dit que T,, T T pour des distributions de D'(R) lorsque:
n o

pour tout ¢ € D(R): (Tp,, ) —— (T, ¥)

n—-+0o0o
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Distributions

“+o00 “+o00
(T}, , ) = / fnp = / ne ™ o(z) da

—00 —0o0
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Distributions Dirac

400 —+oc0
<Tfn,90>=/ fns0=/ ne-
+o0
—t? t
= —)dt
| e
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Distributions Dirac

“+o00 “+00 o
(T}, o) = / fup = / ne™ ™ () da

— 00 — 00
+o0
—t? t
= —) dt
/_ ()

en utilisant th. convergence dominée / majoration (T, , ) — ¢(0)|:

(Ty,, ) ——— ©(0)

n—-+00
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Distributions Dirac

+o0 +o0
Ty ) = / fup = / ne™ ™ () da

— 00 — 00
+o0
—mt? t
= —) dt
/_ ()

en utilisant th. convergence dominée / majoration (T, , ) — ¢(0)|:
(Lt )~ #(0)

et donc:  T%, — d (distribution de Dirac)
n—-+0o0
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Distributions Dérivation

Enoncé:

@ Soit f une fonction de classe C''. Montrer que, pour ¢ € D(R), on a
(f'y ) = —(f,¢') et justifier que I'on définisse la dérivée 7" d'une distribution
T € D'(R) par:

Vo€ DR)  (T',¢) = —(T,¢).

@ © Onnote Y l'échelon unité (Y (z) =0siz <0etlsiz>0). Calculer Y’
@ Soit f une fonction, dérivable pour = < 0 et pour = > 0 et qui admette une
limite a gauche et a droite en 0, notées f(0~) et f(0T) respectivement. On
pose g = f(0F) — f(07). Montrer que I'on a:

f=A{ft+o0d

ou f' est la dérivée au sens des distributions et {f'} est la fonction égale a la
dérivée usuelle pour z > 0 et z < 0.
© Généraliser le résultat pour une fonction f dérivable par morceaux et qui
présente des points de discontinuité ay,k = 1...n (les limites a droite et a
gauche existent).
© @ Soit o une fontion infiniment dérivable et 7" € D'(RR). Justifier que la définition
du produit o7 par la formule:

Vo e DR)  (aT, ) = (T, ap)

a un sens. Montrer que la régle de dérivation usuelle se généralise alors.
@ Calculer les dérivées suivantes: II(z) (fonction porte), A(z) = (IL+ II)(z),
signe(z) = ‘ir[ 1I(z) cos(rz), II(z) sin(rz).

@ Calculer au sens des distributions:

T= {i - /\}Y(z)e)‘z; U= {d—z +u2}y(z)M; V= l & {Y (x)2" ).

dx da? w n! dz™

@ Quelle est la dérivée § de la distribution de Dirac? Connaissez-vous une
distribution “physique” qui corresponde a cette distribution mathématique?
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Distributions Dérivation

Q: Soit f € C}(R) et Ty sa distribution réguliére associée. Montrer que
(Tyr,0) = —(Ty,¢") pour tout ¢ € D(R).
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Distributions Dérivation

Q: Soit f € C}(R) et Ty sa distribution réguliére associée. Montrer que
(Tyr, @) = — (T, ¢') pour tout ¢ € D(R).

(Tyr /fso

= [f@]fz —/ngp’ (intégration par parties)
=0
= __<jjf799/>
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Distributions Dérivation

Q: Soit f € C}(R) et Ty sa distribution réguliére associée. Montrer que
(Tyr, @) = — (T, ¢') pour tout ¢ € D(R).

(Tyr, /fso

= [fo]™ —/ngp’ (intégration par parties)
=0
= __<21f799/>

Définition (dérivée d'une distribution)
Pour T € D'(R), on définit sa dérivée T' par:

Vo € ZD(HR) <j“/799> = __<qn?99/>‘

@ ainsi, on a: T]’c =Ty
@ on montre que «tout se passe bien» (la définition a un sens, toute

distribution est dérivable, ...).
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Distributions Dérivation

Q: Dériver |'échelon unité.
Y(x)
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Distributions Dérivation

Q: Dériver |'échelon unité.
Y(x)

o Dérivation au sens fonction:

0 si x #£ 0,

vig =4 %7
non défini si . =0.
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Distributions Dérivation

Q: Dériver |'échelon unité.
Y(x)

o Dérivation au sens fonction:

Y,(@:{o sia 0,

non défini si . =0.

o Dérivation au sens distribution:

@)= [ Y@ - [T ew =)

Par conséquent: Ty, = ¢
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Distributions Dérivation

Q: Dériver |'échelon unité.
Y(x)

o Dérivation au sens fonction:

Y,(gj):{o sia 0,

non défini si . =0.

o Dérivation au sens distribution:

@)= [ Y@ - [T ew =)

Par conséquent: Ty, = ¢
e Rq: Tys = 0 puisque Y est nulle presque partout (et donc Ty # T7,).
@ Rq: Par abus Y/ = ¢ s'il est clair que Y considéré comme distribution.
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Distributions Dérivation

Q: f fonction, dérivable sauf en 0, limites a gauche et a droite existent.
Dérivée f' définie presque partout (pas en 0).

f(x)
_rw\/\
|
[ N
\ ”01|:f0+)*f(0) "
[
W Montrer

que: T} =Ty +0pd
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Distributions Dérivation
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Distributions Dérivation
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Distributions Dérivation

(T} ) = —(Ty, ) = — /R 1l
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Distributions Dérivation

(Th, ) = —(T1,¢") /fso— / fso—/+oofs0’

144/157



Distributions Dérivation

f(x)
TR N
\ o o))

(T}, ) = —(Tf,¢) /fso— / f¢_/+°° fo
:—[fgo]_oo+/_oof’so—[fso]§°°+/0 oof'@
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(Th, ) = —(T1,¢") /fso— / fso—/+oo f¢
= — /fso [felg ™ + /Oof’so

— F(0*)p(0*) - / o
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(T}, ) = —(Tf,¢) /fso = / £ _/+°° fo
:—[fgo]_oo+/_oof’so—[fso]§°°+/0 oof'SO

— F(O)p(0%) — F(07)p(07) + /R f'o = (Tp + 00, 0)
et donc: T} = Ty + 0
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Distributions Dérivation

Q: Généraliser le résultat pour une fonction f dérivable par morceaux et

qui présente des points de discontinuité ax, k = 1...n (les limites a droite
et 3 gauche existent).

145/157



Distributions Dérivation

Q: Généraliser le résultat pour une fonction f dérivable par morceaux et

qui présente des points de discontinuité ax, k = 1...n (les limites a droite
et 3 gauche existent).

@ Voir le polycopié et le cours!

n
lec = Tf/ + Z akéak
k=1

ol pour tout k, o), = f(a;) — f(ay) et &, est la distribution de
Dirac centrée en ay,.
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Distributions Dérivation

Q: Soit « € C®°(R) et T € D'(R). Justifier qu'on définisse le produit a7’
par:

Vo e DR)  (aT,p) = (T, ap)

146/157



Distributions Dérivation

Q: Soit « € C®°(R) et T € D'(R). Justifier qu'on définisse le produit a7’
par:

Vo e DR)  (aT,p) = (T, ap)

@ Pour f localement sommable, généralise le produit de fonctions:

an = Taf
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Distributions Dérivation

Q: Soit « € C®°(R) et T € D'(R). Justifier qu'on définisse le produit a7’
par:

Vo e DR)  (aT,p) = (T, ap)

@ Pour f localement sommable, généralise le produit de fonctions:
an = Taf

@ Le membre de droite est bien défini:

> ayp est C™ (produit de fonctions C'™)
> «ap support compact (car ¢ a un support compact).
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Distributions Dérivation

Q: Soit « € C®°(R) et T € D'(R). Justifier qu'on définisse le produit a7’
par:

Vo e DR)  (aT,p) = (T, ap)

@ Pour f localement sommable, généralise le produit de fonctions:
an = Taf

@ Le membre de droite est bien défini:

> ayp est C™ (produit de fonctions C'™)
> «ap support compact (car ¢ a un support compact).

@ On vérifie que oT est une forme linéaire continue.
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Distributions Dérivation

Q: Soit « € C®°(R) et T € D'(R). Justifier qu'on définisse le produit a7’
par:

Vo e DR)  (aT,p) = (T, ap)

@ Pour f localement sommable, généralise le produit de fonctions:
an = Taf

@ Le membre de droite est bien défini:

> ayp est C™ (produit de fonctions C'™)
> «ap support compact (car ¢ a un support compact).

@ On vérifie que oT est une forme linéaire continue.

o Attention: le produit de deux distributions quelconques n’existe pas
toujours!
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Distributions Dérivation

Q: Montrer que pour la distribution produit o/7", la régle de dérivation
usuelle s'applique.
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Distributions Dérivation

Q: Montrer que pour la distribution produit o/7", la régle de dérivation
usuelle s'applique.

e Pour ¢ € D(R):

(T, ) = —{aT,¢) (définition dérivation)
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Distributions Dérivation

Q: Montrer que pour la distribution produit o/7", la régle de dérivation
usuelle s'applique.

e Pour ¢ € D(R):

(T, ) = —{aT,¢) (définition dérivation)
—(T, ') (deéfinition produit)
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Distributions Dérivation

Q: Montrer que pour la distribution produit o/7", la régle de dérivation
usuelle s'applique.

e Pour ¢ € D(R):

(T, ) = —{aT,¢) (définition dérivation)
= —(T,ay’) (deéfinition produit)
= —(T, (ap) — dp) (caleul de (ay))
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Distributions Dérivation

Q: Montrer que pour la distribution produit o/7", la régle de dérivation
usuelle s'applique.

e Pour ¢ € D(R):

(T, ) = —{aT,¢) (définition dérivation)
= —(T,ay’) (deéfinition produit)
= —(T, (o) — ') (calcul de ()
= —(T, (ap)") + (T, p) (linéarité)
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Distributions Dérivation

Q: Montrer que pour la distribution produit o/7", la régle de dérivation
usuelle s'applique.

e Pour ¢ € D(R):

(définition dérivation)

(
=—(T,« (deéfinition produit)
= —(T, (ayp) — ') (calcul de (ap))
= —(T,(ap)') + (T,a/p) (linearite)
= (T, ap) + (T, o) (deéfinition dérivation/produit)
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Distributions Dérivation

Q: Montrer que pour la distribution produit o/7", la régle de dérivation
usuelle s'applique.

e Pour ¢ € D(R):

(définition dérivation)

(
=—(T,« (deéfinition produit)
= —(T, (ayp) — ') (calcul de (ap)”)
= —(T,(ap)') + (T,a/p) (linearite)
= (T, ap) + (T, o) (deéfinition dérivation/produit)
= (1", p) + (T, o) (définition produit)

e Donc: (aT) =o'T + aT'.
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Distributions Dérivation

Q: Calculer les dérivées:

H(x):{l si |z| < 1/2, A(x):{l—m si |z| < 1,

0 sinon. 0 sinon.
signe(z) = |i—| f(x) =1(x) cos(mx) g(z) = II(z) sin(7x)

Q: Calculer au sens des distributions:

T = {% - )\} V(@) U= {j—; 4 w2} y(z)Sns)

1 d"
- — Iy n—1
v n! dx™ ()2}

Q: Quelle est la dérivée §' de la distribution de Dirac? Connaissez-vous une

distribution “physique” qui corresponde a cette distribution mathématique?
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Enoncé:  On note  I'opérateur de Fourier qui & une fonction f associe f = F°f
definie par f(v) = [, f(x)e 2™ da.
@ Soit f € L'(R) et soit ¢ une fonction test. On note = Fp.
@ Montrer que

(Ff.0)

@ La transformée de Fourier I7 d'une distribution 7" est définie par:
(IT,¢) = (T, Tp) Vp € 8(R)

Commenter cette définition; préciser I'ensemble 8(R) auquel appartient la
fonction test et la raison pour laquelle on ne considére pas D(IR).
Qu'appelle-t-on une distribution tempérée?
@ On note § la distribution de Dirac centrée en zéro et §, la distribution de Dirac
centrée en a (a € R fixe).
© Montrer que, dans §'(R), on a:

Fi=1 et TFl=4 ()
@ Montrer que, dans §'(R), on a:

T = ]

© On admet que les régles de la transformée de Fourier vis a vis du produit de
convolution s'étendent dans 8'(IR). Soit f une fonction tempérée. En passant
par la transformée de Fourier, montrer (ou  est le produit de convolution):

[rb=6xf=]
Frdu=duxf=f(—a)

gz

@ On s'autorise de noter les distributions comme des fontions, en particulier
(. — a) pour d,.
@ Recrire les équations (2),(3),(4) et (5) sous forme intégrale et preciser les régles
de manipulation pratique souvent utilisées par le physicien pour le maniement de
4.
@ Retrouver simplement les transformées de Fourier des distributions suivantes (a
et 1 sont fixés dans R):

Ti(w) =™, Ty(x) = 6(x - z0)
Ty(z) = cos(2rax),  Ti(w

= sin(2maz).
© Que vaut le produit fd, si f est une fonction continue en a?
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IS Transformée de Fourier

Notations: Ff(v) = [ flx)e ™7 dy
Q: Pour f € Ll( ) et o € D( ) (fonction test), montrer:

wp= [ 10

—00
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IS Transformée de Fourier

Notations: Ff(v) = [ flx)e ™7 dy
Q: Pour f € Ll( ) et p € D( ) (fonction test), montrer:

wp= [ 10

—00

/ fW)eWw) dv = /R < /R f(x)ei2me da:) o(v) dv

150/157



1,5 Transformée de Fourier

Notations: Ff(v) = [ flx)e ™7 dy
Q: Pour f € Ll( ) et p € D( ) (fonction test), montrer:

are= [ re

/ fW)eWw) dv = / < /R f(x)ei2me da:) o(v) dv

et puisque (z,v) — f(x)p(v)e 2™ est intégrable:

://fogoye_i%”mdxdu
(e ) L1
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IS Transformée de Fourier

@ Pour une fonction, (Tf, Q) = fR [
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IS Transformée de Fourier

@ Pour une fonction, (Tf, o) = [g f&.
@ Ce qui précéde peut aussi s'écrire <Tf= o) = Ty, o)

o Il n'y a qu'a «faire pareil» pour les distributions. . .
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IS Transformée de Fourier

@ Pour une fonction, (Tf, o) = [g f&.
@ Ce qui précéde peut aussi s'écrire <Tf= o) = Ty, o)

o Il n'y a qu'a «faire pareil» pour les distributions. . .

Définition (transformée de Fourier)

La transformée de Fourier T d’une distribution T, est définie par:

~

<Ta 90> = <T? ‘1/5>
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IS Transformée de Fourier

@ Pour une fonction, (Tf, o) = [g f&.
@ Ce qui précéde peut aussi s'écrire <Tf= o) = Ty, o)

o Il n'y a qu'a «faire pareil» pour les distributions. . .

Définition (transformée de Fourier)

La transformée de Fourier T d’une distribution tempérée T, est définie par:

~

Vo € S(R) <T7 90> = <T? ‘1/5>

o Qu'est-ce que I'ensemble S(R)? Pourquoi pas D(R)?

o Qu'appelle-t-on une distribution tempérée?
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IS Transformée de Fourier

Rappels:

@ la transformée de Fourier d'une fonction de D(R) n'est jamais dans
D(R)

@ S(R) = ensemble des fonctions infiniment dérivables et a décroissance
rapide (ainsi que les dérivées)

o |a transformée de Fourier d'une fonction de S(R) est dans S(R)

e Pour ¢ € S(R), on a les égalités suivantes (vraies en tout point):
Vv e R ov) = / o(x)e 2™ dg
R

vz e R o(x) = / P(v)eFT qy
R
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IS Transformée de Fourier

Q: Montrer dans S'(R) (ot §/d, est le Dirac centré en zéro/en a):
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IS Transformée de Fourier

Q: Montrer dans S'(R) (ot §/d, est le Dirac centré en zéro/en a):

Pour ¢ € S(R):

(F6.0) = (5.5) = 3(0) = /R o(z) dz = {1, 0)

153/157



IS Transformée de Fourier

Q: Montrer dans S'(R) (ot §/d, est le Dirac centré en zéro/en a):

Pour ¢ € S(R):
(F6.0) = (5.5) = 3(0) = /R o(z) dz = {1, 0)

(F1,0) = (1,3) = /R BW) dv = p(0) = (6.¢)
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IS Transformée de Fourier

Q: Montrer dans S'(R) (ot §/d, est le Dirac centré en zéro/en a):

Pour ¢ € S(R):

(F6.0) = (5.5) = 3(0) = /R o(z) dz = {1, 0)
(F1,0) = (1,3) = /R BW) dv = p(0) = (6.¢)

(Floal, ) = (00, @) = Pla) = /R p(2)e™ 2T dx = (77, (x))
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IS Transformée de Fourier

Q: Montrer dans S'(R) (ot §/d, est le Dirac centré en zéro/en a):

Pour ¢ € S(R):
F8.9) = (0.5) = 30) = [ ola) do = (1.¢)
TLph = (1.9) = [ 20 dv = 0(0) = G.9)
F10ul. ) = 60 ?) = 8(0) = [ ola)e™5 da = (707 ()
Ele07) ) = (7 5w = [ B do = pla) = (Bov)

Rq: propriétés de translation/modulation demeurent
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IS Transformée de Fourier

On admet:

@ on peut définir un produit de convolution pour les distributions
(Attention: n'existe pas toujours!)

@ la transformée de Fourier d'un produit de convolution est le produit
ordinaire des transformées (sous réserve d’existence)

e Pour toute fonction/distribution tempérée f, on a:

frxéd=0xf=f
[x0q=10a%f=f(.—a)

Q: Sil'on prend la transformée de Fourier des expressions précédentes,
vérifier que tout est cohérent. ..
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IS Transformée de Fourier

Q: On s’autorise de noter les distributions comme des fontions, en
particulier 6(. — a) pour dg.
@ Récrire les transformées de Fourier et les convolutions avec des Dirac
sous forme d'intégrales (méme si les intégrales n'ont pas de sens pour
la théorie de I'intégration!).
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IS Transformée de Fourier

Q: On s’autorise de noter les distributions comme des fontions, en
particulier 6(. — a) pour dg.
@ Récrire les transformées de Fourier et les convolutions avec des Dirac
sous forme d'intégrales (méme si les intégrales n'ont pas de sens pour
la théorie de I'intégration!).

Fo=1 / §(z)e 2™ dy = 1
R

?[6a](V) = €—i27raz/ / 5(x _ a)e—i27w93 dr = 6_127”/(1
R
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IS Transformée de Fourier

Q: On s’autorise de noter les distributions comme des fontions, en
particulier 6(. — a) pour dg.
@ Récrire les transformées de Fourier et les convolutions avec des Dirac
sous forme d'intégrales (méme si les intégrales n'ont pas de sens pour
la théorie de I'intégration!).

Fl1=9¢ eI oy = §(v)

er[ei%ma:] — 5a €i27ra93€—i27r1/x dr = 5(1/ o CL)

—
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IS Transformée de Fourier

Q: On s’autorise de noter les distributions comme des fontions, en
particulier 6(. — a) pour dg.
@ Récrire les transformées de Fourier et les convolutions avec des Dirac
sous forme d'intégrales (méme si les intégrales n'ont pas de sens pour
la théorie de I'intégration!).

fro=1f f()o(x —1) dt = f(x)

R

oxf=1f o(t) f(x —1t) dt = f(x)

R
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IS Transformée de Fourier

o Préciser les régles de manipulation pratique souvent utilisées pour le
maniement de 4.
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IS Transformée de Fourier

o Préciser les régles de manipulation pratique souvent utilisées pour le
maniement de 4.
@ Trés utilisé en pratique:

/Rf(fE)d(x) dz = f(0) (pour f continue en 0)

/Rf(a:)é(x —a)dz = f(a) (pour f continue en a)
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IS Transformée de Fourier

o Préciser les régles de manipulation pratique souvent utilisées pour le
maniement de 4.

@ Trés utilisé en pratique:
/ F(@)0(x) dz = f(0)  (pour f continue en 0)
/ f(@)d(z —a) dz = f(a) (pour f continue en a)
o Utile aussi quelquefois (pour le physicien,. .. ):

/6—127wx de = 5(V)

R

/ ei27r(u—a)x dr = 5(7/ - a)
R
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IS Transformée de Fourier

o Préciser les régles de manipulation pratique souvent utilisées pour le
maniement de 4.

@ Trés utilisé en pratique:
/ f(x)o(x) dx = f(0) (pour f continue en 0)
R
/ f(@)d(z —a) dz = f(a) (pour f continue en a)
R
o Utile aussi quelquefois (pour le physicien,. .. ):
/ e 72T = §(v)
R
/ ei27r(u—a)x dr = 5(1/ - a)
R

o Ces intégrales n'ont pas de sens pour la théorie de I'intégration, il
faut les comprendre comme des distributions.
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IS Transformée de Fourier

Q: Retrouver simplement les transformées de Fourier des distributions
suivantes (a et xg sont fixés dans R):

Ti(z) = e*moz, To(z) = 0(x — xp)
T5(z) = cos(2max), Ty(z) = sin(2mazx).

Q: Que vaut le produit fd, si f est une fonction continue en a?
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