Corrigés des exercices

Exercice 1Il.1 Dualité temps-fréquence

1- Y(f)=[x(t)e"™ dt soit en intégrant par parties :

+o00 . +o00 .
+2inf [x(t)e” Mot or  [x(t)e?™dt=X(f)

-00

¥(f)=[x(e 2]

-00

et [x(t)e_iz’mroo =0 car x(t) étant d'énergie finidim x(t) = 0
% Nn- too

donc Y(f)=2inf X(f)
+00 +oo

Appliquons I'égalité de Parseval féyz(t)dt = J|Y(f)|2df

+00 +0o - -~
soit  [x*(t)dt= [4m*FX(F) o

o 7 e

[x(t)dt =4 [ 1X(F) of

v o

[x?(t)dt = 478 [|X(f)[ df

o o

[x?(t)dt = 47°B* [x*(t)dt grace a nouveau au théoréme de Parseval.
- - 2 4

< [tE(t)dt +f° x'2(t)dt

-00

+0o0

2 - D'apres l'inégalité de Schwartz(tx'(t)x(t)dt

2

+00

soit | ftx'(t)x(t)dt

+00
< 4B T? [X2(t)dt

+00
or [tX'(t)x(t)dt peut s'intégrer par parties en posant :

Eu:t du = dt

Hdv = x(1) x(1) dt v = "250
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soit +F[x'(t)x(t)dt = E@gw —%JrfoXZ(t)dt = —%T)XZ(t)dt

—00

oo, O oo, O
on a alors = Ofx*(t)dtg < 4m°B*T2 g x°(t)dt g
4 e 0 Fo i

1 . 1
sol BT>—

16717 am
En conclusion, la limitation du support du signal dans I'un des deux domaines (temporel

fréquentiel) I'exclut dans l'autre.

d'ou B?T?>

3 - Le produit BT est minimum, c’est a dire égai—]é pour les signaux tels que l'inégalité de
T

Schwartz du 2 se réduise a une égalité soit si et seulemenstel que x'(t) =Atx(t). La
résolution de cette équation différentielle nous donne :
At?
x(t) = Ae 2 . Mais pour qu’un tel signal soit d’énergie finie il faut due 0 de fagon a ce que
lim x(t)=0.

. 2o

En d’autres termes, les signaux pour lesquels le produit BT est minimum sont les impulsio
. 2
“gaussiennes” de la forme(t) = Ae™ ™" aveca > 0.

+0o +00
4-Sixt)=e™ | [tE(t)dt = [ t? e™2™" ¢t peut s'intégrer par parties en
posant :
EJ(t) =t ault) _ g
U dt 2
2t
(MY _ g2 (1) =-©
H dt 47T
+00 O 4 —2m? [ +00
doi | e =0 g+ L e douT2=--
o H 4 g 4 -, am

On montrerait de la méme maniere cB?e: = dou BT= i.
41 41

On retrouve donc le résultat de la question précédente.

+o00 +o00 2
5 - L'énergie de x(t) est donnée &y = J‘xz(t)dt = e 2™ gt

—00

Posonsy(t) = x%(t) = e2™ et désignons par Y(f) la TF de y(t).
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2
y(t)=e r{t2) et grace au théoréme du changement d’échelle on obtient :
f
1S i
V2 '
+00

Enfin, en utilisant la propriété généralg y(t)dt = Y(0) on voit que :

Y(f) =

+00

1
E, = [y(t)dt = —.
o V2

Exercice 111.2 Influence de la troncature d'un signal sur son spectre.

Le signal x(t) est une sinusoide tronquée, T correspondant a la largeur de la troncature.

()

AL
RS

Ce signal peut s'écrire sous la forme x(t) = A aafgt2. M+(t) .

+oo +T/2
C'est un signal d'énergie finie cafxz(t) dt = A2 Ico§ 21t dt est une quantité finie.
-0 -T/2

Calculons sa transformée de Fourier.
X(f) = TF[ A cos 2tgt ] * TF[M(t) ]

X(M) =55 {8(-fo) + 8(F+Tg)} * sincrT
x®= B { sincT(-fo)T + sincru(f+o) T}
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X0

2T

On remarque que si-P « ( X(t) tend vers une sinusoide pu%e)> 0 et chaque sinc se "resserre”

pour tendre a la limite vers deux Dirac centréstfyr
Inversement, plus la largeur T de la troncature est petite, plus le spectre "s'étale” en fréequence

Calculons I'énergie de ce signal.

Le théoréme de Parseval nous permet de calculer cette énergie par intégration, soit dans le don
temporel, soit dans le domaine fréquentiel. 1l est ici plus simple d'intégrer dans le domai
temporel. En particulier, dans le cas ou Tg= .

+ 00 +Tpl2 +Tpl2 *Tol2
1 + cos4dmfyt

E= [x¥t)dt = A2 [cog2rmfptdt =2/ @[ cos 2mf,t dt =2A2 j s dt

-0 -To/2 0

+To/2
_A?

E =7, * Jcos4rrfot dt

+To/2

_ 1 ra _
or 6[cos4Trfot dt —4m0[5|n 2fote] =0

A2T
donc | E= TO

Exercice I11.3

1-
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+ o0 + 00

) _AZ ) +o0 A2
_!oxz(t)dt:AZ(J)’ezo‘tdt _m[-ezm]o = <

2
Donc I'énergie du signal E g‘ est finie.
a
+ oo

2 - Rx(1) = Ix(t) X(t-1) dt

X(t) = A et y(t) ol u(t) désigne la fonction échelon unité de Heaviside.
+ oo

Ryux(T) = A2 Ie““ e @1 y(t) u(t) dt

1°cas: t=0
+ oo
-20t
u(t) u(tt) = u(tx) donc Rx(T) = A2eT J’e‘zo‘t dt = A2eXT %_e ETOO
T 0 2a [0t
2
soit Ryx(T) = A% e at
20
2°cas: t<0
+ 00
-2at
u(t) u(tT) = u(t) donc R(T) = A2e"™ [e2at dt = A% e %_e Hm
0 0 2a [0
2
soit Rxx(T) = i et
20
En résumé et pour tout Ryx(T) = '62\2 oaltl
a

2
On retrouve I'énergie du signal en évaluagt & 0 : E = Ry(0) = '2‘
a
3 - Pour calculer la DSRGf) de x(t) on peut :
- soit calculer la TF X(f) de x(t) et écrire qug®) = [X(H)[?
- soit calculer directement la TF deR)

1° solution:

+ 00 + o0

X(f) = J- X(t) e'iZTl'ft dt = A I e'at e—i2T[ft dt
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+ o0

0 gtlatienft) (7= p

— -t(o+i27ft) A _
X(f)=A __(];e dt=A O o + i2mft D Ta + i2mft
1 S —_ A2
don | 5D g2y grer
2° solution:
+ 00 + o0

U
2 . . .

TF[Rxx(D](f) = {] '2 gt g2t g = 'LB I el gri2mft §¢ + I e 0T gri2mft dTB
(0 CXD o 0

A2 1 1 A2
TF[Rux(D](H) = = + D=
RoOI0 = o 2 g ¥ a2 varerz O a2 + arir?
N A2
d'ou Sux(f) ==
On peut alors retrouver I'énergie du signal par :
+ o0 + oo + oo
A2 A?2 1
E= [ Sxx(f) df = — - df =" ——— df
'o[, o) FIE a? + 41f2 o? 4m%f?
1+
-00 ? az
Soit, en posanv :Za—m dv :%" df
+ o0
2 2 2
E=A 14 :A—[Arctgu]:f:A—
21101 1+ u? 21101 202

- 00

4 - L'énergie E' du signal contenue dans la b@ndeH %Eest donnée par :

0 2m 211
a/2m a/2m
[ sx(®df= 2 [ b df
-al2m a 1+ 4mtef
o2
-a/2m
soit, en utilisant le méme changement de variable que précédemment :
a/2m
A2 1 A2 1 A2 T
E'=—- du = — Arctg U 5
2ma J 1+u? 2110([ Ak 202 2
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: ., _ A2 _E
soit E —E—é

La moitié de I'énergie du signal se situe dans la bande considérée.

Exercice 111.4

La fonctionM+(t) est une fonction paire, donc [TFF[ M(t)]] = M+(t)
i.e. N1 (—1E=> T sinc(mfT)—L5> M(t)
donc 2B sin¢reBt) O - Myg(f)

et TF[ sind2BY) | = 55 Mys()

X(t) = a cos (2&fyt) . cos (2ft) . sinc (2Bt) donc
X(f) = TF[ a cos (2dqt) ] » TF[a cos (2fqt) ] * TF[sinc (2Bt)]

X() = 5[ 8(1-fo) + 8(f+fo)] * 5[ B(1-fo) + 8(F+1g)] * o5 Mag(h)
X(f) = 8%[ 8(f-2fo) + 25(f) + 3(f+2f0)] * Mag(M

X(f) = gg [ Mas(f-2f) + Myp(t+2f))] + 45 Mos(f)

Il est ici plus facile de calculer I'énergie du signal x(t) en intégrant dans le domaine fréquentiel :

E= le(f)lz df = 28 548) (4B) (4B 0 168

Exercice Il11.5

]

A2
1~ Sa(f) = THRa(D] = S{TH]+TF

TH1] = 5(f)

|7] o
TF’e'Rc]—J' e Rce 27 41 = J’ eRc e 2'"fdr+J' e Rre e 27 gr
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711 1 1. 0 1 1. +00
THe re|=— [e R - [e' e 2T
= —2irf —0 = 42inf 0
RC
2
_Th 1 1 RC
TFle re|=— +7 =—
= -2inf  —_+2inf st AT
RC RC R2C

2
2 o

A AZ A’RC
dol [Sx(f)= =-d(f)+—RC—= () +-—0~
2 et Rom  LMBIRS

partie discrete partie continue

A S

A2RC

A A2/2

—h

2 - La puissance P du signal peut étre calculée de deux manieres :
- P = Rx(0) = A?

- ou plus laborieusement

_ +00 _ A2 +00 A2RC
P =[S0 = 5 e e @

en posant u =T RC du = 2IRC df

du

—A_ 2+00L
P=fr + 2 [ o

2 2 2
P:A7+A7[Arctgu]g°° :A7+A7:A2
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- i 1 .
3 - La puissance contenue dans la ba{@d,e— 2nRC] est:

2 w1 2
P B [T
. R%C
o1
P = A_2 + ZHRC—AZRC df = A_2+A_2 ! du = A_2+A_2: _3A2
2 1 1+ 47Pf2R2C? 2 o1+ 2 2 4 4
21RC
Exercice 111.6
To .., (n-m)
1 a+? i2m T t
X, (1), X, (1)) = = e ° d
o0} =7,
*sSiNZm
To
1 Diza=™ [ 2 L —
e ° 0O 2r——a |
X, (1), X, (1)) = = — =———e ° gn(rm(n-m))=0
H " B
2
esin=m
1 g+l
<Xn(t)’xm(t)>:__[ T%dt =
Tola—

Les signauxx,(t) sont bien de norme unité et 2 a 2 orthogonaux.

Exercice Il1.7

.
1-Posonsa=|a,,...,a,] , alorsJa
N

&= () - X =T k- Y ] IX0 (k- Y a0 fX (0 (ot + Y o (car

1=1
les @(t) sont orthonormés).

Posonsf(a) = i|ai " - %ai*jf:x(t)qq* (t)dt - iai [oX () (t)dt

N
alors £ = Z|x(t)|2 + f(a) et minimisere® par rapport @ revient & minimiserf (a).
1=1

Montrons quella f(a) > —%ﬁ:x(t)(ﬁ (t)dt 77X ()@ (t)ct :

1=1
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i -a; j () (et

f(a)+ [fox(t)g (t)dt [72x( dt—zEl-a,J’x

By (002X (el

! E’ 4 - [ X (e (s

T (1) (t)et 8: —[ X (®)a (t)at

mnrririririri

z

f(a)+y [Lox()g ()t £7X (D)@ ()t =

1l
i

@I’gl_\ﬁﬁ

f(a) + % [x(®) (t)dt (X (D) (t)dt = % %1 J’ X dt%} [ X9 dt[[donc
@)+ 3 £2x0a 02X a0k = o -] x 0 (] 20
Le minimum def(a) —I x (1)@ (t)dt2 =0 c'est a

dire poura, :I x (g (t)dt O1<i<N
N
2 - Dans ce cas® = [ |x(t) = x(t)f dt = {"|x(t) dt - 5 |a, |
J2b0) = %) ot = (o de =5 o

Remarque

Les résultats précédents peuvent s'interpréter de facon simple et géométrique de la facon suive
En désignant pa8 I'espace (vectoriel) signal engendré pargds) (i =1,..,N) , le probleme
revient a chercher le vectei(t) de cet espace le plus "proche"x{¢). Il est clair que ce vecteur

X(t) est obtenu en projetant orthogonalement le vectft)irsur cet espacg
X(t

-

X(t)

Cet exercice montre que la représentation vectorielle des signaux permet une appror
géométriqgue des problemes en générale beaucoup plus simple qu'une approche purer
analytique.
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Exercice V.1

1 - A uninstant t donné x(t) est une variable aléatoire déduipgde la transformation x(t) = a
cos ot + @). En appliquant le théoreme de la moyenne (c.f. cours de Probabilités
E[x(1)] =J’_+°°x(t) f ,(U) du en désignant pay,(u) la densité de probabilité de la V.

01 gugo, 21
¢ étant supposee équirépartie surf,2 f,(u) = %
sinon

d'ou  E[x(t)] = %T I()2>7<T(t) du= % J'Ozgos(wot +u)du=0

T

Lamoyenne temporelix(t) = lim % [ Zx(0) dt
— 00 -E

W
Ll 0
soitici (x(1)) = lim %—_‘l' Zacos(wgt + @) dtD 0
44424443
H intégrale bornée H

OO

On constate que :
- E[x(t)] est indépendant de t donc le processus est stationnaire a l'ordre 1
- <x(t)> est indépendant @edonc le processus est ergodique a I'ordre 1

- E[x()] = <x(b)>
2 - Toujours d'aprés le théoréme de la moyefnet) x(t - 7)] :J'_Jr:x(t)x(t - 1)f »(u) du
soit ici E[x(t)x(t- 1)] = a_2 2ncos(a)ot +u)cos{wp(t = 7) +u)du

soit E[x(t)x(t- 1)] = & 2['Z:os(Zth—a)or+2u)+cos(a)or ]du 471 o cos(wor)du

soit enfin E[x(t)x(t— =% cos(a)or)

T

X(Ox(E0> = lim % ‘[-T:x(t)x(t- 7) dt

2
.1 p/zal
X(Ox(t1)> = lim ?J'f ?[cos(Zwot — woT +2¢) + cos{wy T)] it
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O C
0 - T C
18’02 ¥l C
<X(OX(t-1)> = lim ??gT cos(2awgt — woT +2¢) dt +J'T cos(woT) dt ¢
T o0 . -
4444424444248 2 C
H intégrale bornée E
1a?

<X(O)X(t-1)> = lim =— Tcod w,T
(Ox(tD)> = lim ==~ T cogwyr)

2
<X(OX(t-T)> = a? cos{wo7)

On remarque que :
- E[x(t)x(t-1)] est indépendant de t donc le processus est stationnaire a l'ordre 2.

- X(t)x(t-1)> est indépendant dgedonc le processus est ergodique a l'ordre 2.
- E[x()x(t-1)] = <x(t)x(t-1)> (théoréme de Birkhoff)

3 - La densité spectrale de puissance du procesa(® 8st égale a la TF de sa fonction
d'autocorrélation R(t) = E[x(t)x(t-1)].

2 0 2
Donc S(f) = TF% cos(wyT) = a7{6(1‘ —fo)+o(f +f0)} en posanty = 2o
O O
A S«
S
4
.
0
-fo fo f
. . Y-
La puissance totale du signal est Pyx(B) =5
2 2

On retrouve bien P T:osxx(f)df = a? +aZ

Exercice V.2

1 - E[x(t)] :I_Jr:x(t) f »(u) du en désignant pay(u) la densité de probabilité de la V.
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2 . mC

, N 7. SU00. 5

¢ étant supposee équirépartie surf®),  f ,(u) =" 2
sinon

d'ou

E[x()] = %J’fx(t) du= 2—; J’f cos(wot +u) du = 2—:[9 n(wot + u)];iT = {cos(wot) +s n(wot)}
Rux(tT) =E[x(1)x(t - 7)] = f:x(t)x(t - 1)f ,(u) du

soit ici Ry (t,7) = ZaZJ’ cos{wyt + u) cos{ wy(t = 7) + u)du

Ry (t,7) = J' [cos(Zwot — woT +2u) + cos wyT) ]du

n
2

= a7cos(a)or [sm 2wt — Wy T + 2u)]
soitenfin Ry (t,7) = 3—22 cos{wyT) - a—;sin(Za)ot — W)

2 - On remarque que E[x(t)] ainsi qugxR,T) dépendent du temps. Le processus n'est donc pas
stationnaire au sens large ni méme a l'ordre 1.

Exercice V.3

Le processus x(t) étant supposé stationnaire d'ordre 2
E[{ X(t+7) £ x(t)}z] = E[xz(t + 1) +x2(t) + 2x(t + r)x(t)]

= E[ X2(t+T1 ] + E[xz(t)] + 2E[x(t + T)X(t)]
et, en particulierR,, (0 E[ ] E[xz(t+ r)]
d'autre parE[{x(t +7) £ X(t)} ] >0 donc 2 Rx(0)+ 2 Rix(1) =0
d'ot Rix(0) 2 [Rex(T)]
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Exercice 1V.4

Le processus ne comporte que deux trajectoires :

A x®
e Y o _ ___|2_______
WY .
.
0
t
E[x(t)] = Z piXi = (+)p+(+2)(1-p)=2-p donc indépendant de t.
[H-l
(x(t)) = I|m J' x()dt =a= [pu selon la trajectoire.
Hr2
E[x(t)x(t-1)] = E[xz(t)] = z pix? car, sur une trajectoire, x(t) = x(}-
donc E[x()x(t1)] = (1)%p + (2F(1-p) =4 -3p  (indépendant de t).
1
(X(OX(t- 1) = lim = J’ X(D)x(t-T)dt =a = [bu  selon la trajectoire.

Hra

Le processus est donc stationnaire a I'ordre 2 mais pas ergodique.

Exercice V.5
1- EX(®)] = 1. P{x()=1} + 0.P{x(t)=0}
P{x(t) =1 = P[{X(O) =1} et{nb. pair detransitions sur [0, 1] }]

+ P[{x(O) =0} et{nb. impair de transitions sur [Ot]}]

Or le nombre de transitions sur [0,t] est indépendant de la valeur du processus en O.
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P{x(t) =1} = p. P[ {nb. impair de transitions sur [0,t] } ]
+(1- p). P[ {nb. pair de transitions sur [0,t] } ]

P{x(t) =1 = p. g e /\t) +(1- p).ie‘“%+

dou  E[x(t)] = e'“[p.sh At +(1- p).ch(/\t)]
E[x(t)] :eT[p(eM— ) (1- IO)(e +e M )]
E[x(t)] = %[ p(l— e_’\t) +(1- p)(1+ e_’“)]

Le processus est stationnaire duotdre ssi E[x(t)] = cte , soit si pM = (1-p) €M , soit en
définitive si p =y .

Dans ce cas E[x(t)] ={R(t)=1} :% = A x(t)=0} .

2 - Calculons la fonction d autocorrélation du processus.

Ry (t. 7) = E[x(t)x(t - )] = @P[{x(t) =1} n {x(t- 1) =1}]

= ng(t -7)= ]}/{)((t) _ 1} Eﬂ%gﬁfﬁ]
et 2

pgx(t- 7) :%(t) -1 Ez P[nb. pair detransitions sur [t - 7,t]]

° 2k
=5 e AT ait gy a )
& (2k)!
d'ou

ATy o= AlTI T
Ry (t,7) = 2 e ch(/\|r|) e Al %L[
5 2 E

soit en définitive

Ry (t, 7) [1+ e 2 T]

Le processus étant par hypothése stationnaire® aurdte et Ry étant indépendant de t, le
processus est donc stationnaire aor@re.

Skx(f), la densité spectrale du processus est égale al(E[R
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Calculons tout d'abord la TF de2dtl,
TF[e—Ar] _ J,_J:Oooe—z/\\r\ e i27T 4o :I_Oooezx\r e i27T 4o +Igooe-2/\r e i27T 4o

_ 5 T[ZA—.izm]g ) 5 r[—2/\—.i2nf] B*‘”
@2}\ —i2nf A, E—ZA —i2nf 5

__1 1 4)
20 —i27f  2XA +i27f 42 + 4722

d'ou

S 4% +n2f2E

Par ailleurs, la puissance du processus est )8((@)?:%

Exercice V.6

1-E[l]=1p+0.(1-p)=p
2 - E[a] = 1.P{a=1} + 0.P{a=0} = P{ax=1}
Or a=1ssi {a&-1=1 et x=0} ou {ak-1=0 et x=1} donc
P{ax=1}= P{ak-1=1 et k=0} + P{ax-1=0 et x=1}
or, les évenements ga=x} et {bx=y} sont indépendants donc
P{ax=1}= E[a] = P{ak-1=1}P{by=0} + P{ak-1=0}P{bi=1}
= P{&-1=1}(1-p) + P{a-1=0}p
= E[a&-1](1-p) + (1 - E[&-1])p [1]
Par ailleurs, on suppose que la suitg fst stationnaire
Remarque : On montre en fait que cette propriété n'est obtenue guessiéguiprobable ou sinon que de fagon
asymptotique, i.e. pour k suffisamment grand.
Donc E[&] = E[a-1]
et E[a] = E[ad(1-p) + (1 - E[&])p d'aprés [1]
doul Ela] =3 = Pla=1} = Plac=0}

En conclusion lesyasont distribués de faca@nuiprobable méme si lesjpne le sont pas.

Exercice V.7
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1-x(t)= +z”akg(t— kT-6)

E[x(t)]:kiiE[ak]E[g(t—kT 6)] = z o(t-KT-6)d6 (grace au théoréme de la

moyenne).
posons u=t-kJ-0 du = -

- ma +oo — ma
E[X(t)] Z I (k+1)Tg dU - ?Im g(u) du = ?G(O)
E[x(t)] = cte donc x(t) est stationnaire a l'ordre 1.

+00 +00

2-E[x(tx(t-1)]= 5 ZE[aka]E[gt KT - 6)g(t-7~IT-6)] , posons|=k+n

=—00|=—00

+o00 +00

Ex(t)x(t-1)]= 5 > R.(n)E[g(t-KT - 6)g(t- 7 ~KT —nT - 6)]

k=—o00o n=-co
= SR Y %IOT o(t- KT - 8)g(t- 7 - KT - riT - 6)d6
n=-o k=—00
posons u=t-kJ-0
O] = 3 R() S 110 oolu~ 1T

=1 Z R(NRy, (7 +nT)
T) 0 Z R,(n) o(T +nT)
donc
R.(1)== Dz R.(n) (7 +nT) est indépendant de t et par suite le processus x(t) es

stationnaire au sens large.

3 - Comme on vient de le montrer, le proces$)est donc stationnaire au sens large.
4-R,(0)= E[&] = 02 +m

R.(n) = E[aa...| = E[a ] E[a,.,] = mZ car les asont 2 & 2 indépendantes.

5 - Donc si es,asont 2 a 2 indépendantes.

Ra(1)= 7 Ri(1) E20(0) + > m &(r + )

R.(7) = 2Ry micC (1) +078(v)]

On en déduit, grace au théoreme de Wiener-Kintchine, la densité spectrale de puiss@hce de
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1 2 C
S.(1) =28, (NHECe, (1) +oi ¢
N T L
B
| - Signal binaire NRZ.
1 -
A xo
Vv
B
0 T 2T 3T 4T ST
2 -

g(t):vnTa—ggD G(f)=VTsinc(rfT)e™ O S, (f) =|G(f) = V2T sinc?(rfT)
m =E[a]=p

o? = gaf] - E’[a] = p-p* = p(1-p)
Skx(f):VZTsincZ(MT)%CI:#(f) +p(1-p)

riri

Sxx(f)




Corrigés des exercices 19

II - Signal binaire RZ 50%.

1-
A xO
Y
L
0 T 2T 3T 4T ST
2.

VT nfT 2 .
a9=v 1, § 500 (1) = FandTE"" 0 5,(1) = o(1) =¥ ane L

V2T T C
S, (f)= ZD aﬁccl ) +p(1- p)E
T

Sxx(f)

Exercice 1V.8

"OF E[{ x(to + 6) - Ax(to)}z]
g(A) = E[x(tO + 6)2] -2 E[x(tO + Q)X(to)] + A2 E[x(to)z]
£(1) = R (0) ~ 2R (6) + A*Ry (0)
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1) - 21, (0)- 2R, (6)

g(\) est donc minimum pouk, = :«;Eg et dans ce ca&(ty + 6) = Ra(6) x(to)
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Exercice V.1

X(t) T _—CcC T

1-x(0) = Ri(t) + y(t)

y(t) :éji(t)dt 0 oit) :CdzTit)

X(t) = RC%+y(t) OF . X(f)=2inf RCY(f)+ Y(f)

La fonction de transfert du filtre est H(f);% soit

1 1
Hf)= =
1+ 2irfRC 1+i—

c

TFE _euge ™ e h()=TFH()

1
t
1 -
H(f)=—RC— O n(t)=——u(t)e RC
i+2i7‘lf RC
RC

2 - Pour trouver la nature du filtre, on va calculer [H(f)|.

- 1
M= J1+ 4726 2R2C2

y(t)
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A [H(®)

fo=
CT2mRe

Il s'agit d'un filtre passe-bas.
La réponse impulsionnelle du filtre étant causale, le filtre I'est aussi.
Ce filtre est-il stable ?

t
+00 —-——
If°°|h(t)|dt:ij e RCdt=1 <+, donclefiltre est stable
® RClJo

Exercice V.2

Dessinons tout d'abord le module de la fonction de transfert du filtre.

A HO

B
.I:

[H(f)| n'étant pas constant sur la bande [-B,+B], ce filtre n'est donc pas un filtre passe-bas idéc
Calculons l'expression du signal de sortie y(t) en fonction du signal d'entrée x(t).

Remarques préliminaires
- Le filtre étant caractérisé par sa fonction de transfert, donc dans le domaine fréquenti
c'est dans ce domaine qu'il est préférable de commencer le calcul.
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- Hormis le fait que son support fréquentiel soit borné ( bande [-B,+B]), le signal x(t) es
supposé quelconque. Nous supposerons, dans un souci de simplification, que ce sic
possede une TF X(f).ll en ira donc de méme pour le signal de sortie et nous noterons Y
sa TF.

- Le fait que le support fréquentiel de x(t) soit borné peut se traduire mathématiquement |
la relation : X (f) = X(f) |_| ZB(f). Cette remarque étant également valable pour H(f).

f)=dh+ acos 2™ [,a(1) X(O[T,6(")

Ch v cos™t
B

:mA+aco

- f f
=Ae?X(f) + T Be (1) + De Pe X ()

E -2irft, X(f)l_lzs(f) = ETA\ +q COS%BG‘ZMHO X(f)

= Ae@ox (f) + %G_Zim(to_;B)X(f) N %e—zim(thls)x(f)

sachant quéI'F_l[e_2i a X(f)] =x(t - a)

y(t) = A x(t-to) + §t0+—+ %to =

Interprétation(cf. schéma ci-dessous):

- Le terme A x(t-¢) représente la partie principale de signal d'entrée retardgdatedque
I'on aurait obtenu en sortie d'un passe-bas idéal).

a ] ’
- Le terme; XH - to + le%represente un "écho en avance".

- Le terme% XH - 1o - leEun "écho en retard"
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A X(t)

o
-t

signal d'entrée retardé dg

A YO .
y 3
0 /l i [—\ >
4 tgl2B ty ty+1/2B t
~.__
écho en avanc écho en retal

La distorsion du signal d'entrée introduite par le filtre consiste donc en l'ajout de ces de
"échos".

Exercice V.3

Calculons la fonction de transfert H(f) du canal.

y(t)=A X(t -to) + ax(t - tl) O Y(f)=A @27 X(f)+a g2t X (f)
Y(f)
X(f)

|H(f)|2 - H(f)H(f) (A g2 4 o e|2nft1)(A g2 4 o ei2rtft1)

et H(f)= O H(f)=Ae®?™ +qe'™

- A%+ g2 +Aa(ei2nf(t1—t0) +e—i2nf(t1—t0))
=A’+a®+2Aa cos2mf(t, - t,)

ora<<A donc

(f)* DA gl+—0052nf O)E et

IH(F) DABJH%cosan(t1 —to)g

H(f)| = A+ arcos2rif(t, — t,)
Le module de la fonction de transfert présente une distorsion d'amplitude (amplitude ni
constante en fonction de la fréquence) qui se traduit par une distorsion du signal transmis.
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Nous allons essayer de compenser cette distorsion a l'aide d'un filtre égaliseur de facon a ce q
filtre global (canal + égaliseur) corresponde a un filtre idéal.

X(t) y(0) z(t) =A x(t-ty)
- ] H(f) Hq(f) — >
canalde tansmission filtre égaliseur
Z(f) = A e—2inftox(f) D D H (f) B A e—2infto _ A e—2inft0 _ 1
Z(f) = H(H.()X ()7 . HIf) A ™™ +ae®™ 1, 0 gan(u)
On peut

H (f)=1—£ e—2i71f(t1—to) +CY_2 e—4inf(t1—t0) +L L

¢ A A?
réaliser cette égalisation grace a un filtre transverse :
y(t) y(t-1) y(t-21)
—> T T |

Aqy(t-1) Aoy(t-21)
O—> C
Ao Agy(t) AgY(t)+Aq y(t-T) z() =Agy()+A71 y(t-1)+A, y(t-21)

z(t) = Ao y(t) + Apy(t-T) +A2 y(t-21)

Z(f) = Ao Y(f) + A1 €2MTY(f) +A2 e4TTTY(f) = He(f) Y(f)

donc Hy(f) = Ag + Ay €2ITT +A, g4iTiT

Pour réaliser I'égalisation a l'aide d'un filtre transverse, il faudra prendre :

o a?
Ap=1 A1=-4x Azz-ﬁ T=f-1
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Exercice VI.1

1 - X(f) :I_+°°x(t) e dt :é’[jt e ™ dt

intégrons par parties en posant :

u=t du=dt
dv=e"?™dt v= oL g (f £0)
2itf
AO 1 ~2int 7T O 1m 1
X(f)==mg=—]te
(f) TEZinf[ I+ Coind (O 2imf
X(f) :AD Tcos2rfT sm2rthD
T w2 B
X(f) = %[SchnfT cos2TiT|
et X(0) :?I_Ttdtzo

+00

2-y(t) = Zx(t - 2KkT)

—00

soit y(t) = x(t)* [MJ(t)

1 & Ok Os0 _ kO
= — X o-f -
2T Z D 2TD 2T z 7O O 270
k¢O
O O O C
O O
Y(f) :i;BiBmc%n—TD— cosorr X T%&Bf LS
2T Qx4 442 £143° 1 4 2%T43 2T
H =0 <ok B
A + k - - -
soit = kZo' )5 % EB Y(f) est donc un imaginaire pur.
3. f.=> &« B=—~ 0 f-B=S & f+B=2
T 3T 3T 3T
Le filtre ne va donc "laisser passer" que les raies situées %n dt="f = % c'est

I'narmonique d'ordre k-6

A%%

Donc Z

—2iT|ft]+T L

—E

avec M(t) = +zmé')(t - 2KT)

J-54 —3%: _A TF%nZnEt[
T 31 TE



Corrigés des exercices 27

d'ou z(t) = —?’AsinG?T[t
T

Exercice VI.2

A l'entrée du filtre RC, de réponse impulsionnelle h(t), on présente le signal :
X(t) = e(t) + b(t)
A la sortie du filtre on obtient donc :
y(t) = x(®) * h(t) = [e()* h®)] + [b(t)* h()] = e'(t) + b'()
Calculons $(f) : la DSP de y(1).
Syy(f) = TF[Ryy(1)]
et Ryy(T) = Ely()y(t-1)]
Ryy(1) = E[e'(t)e'(tr)] + E[b'(t)b'(tT)] + E[e'(t)b'(t1)] + E[b'(D)e'(t1)] .

Or e(t) et b(t) sont des processus indépendants, par suite les processus e'(t) et b'(t) le
également donc E[e'(t)b'(t1)] = E[e'(t)] E[b'(t1)]

et E[b'(t)e'(t1)] = E[b'(Y)] E[e'(t1)].
D'autre part b(t) est centré ( E[b(t)] = 0) donc b'(t) I'est aussi
donc E[b'(t)] = E[b'(te)] = O.
En définitive : E[e'(t)b'(t)] =E[b'(t)e'(t1)] = 0 (les termes croisés disparaissent) et
Ryy(t) = E[e'(t)e'(tr)] + E[b'()b'(tT)] = Rere(T) + Rop(t) d'ou
Syy(f) = See(f) + Sop(f).
Se'e(f) représente la DSP du signal utile dans le signal de sortih€) & DSP du bruit dans ce
méme signal.

Sere(f) = Sedf) IH()I?

O O
A 9 1 0
Se.e.(f):T{é(f—fo)+5(f+fo)} T30 avecf, = f,
1+ O
g5 or.og
A2
Se.e.(f):§{5(f—fo)+5(f+fo)}
d o, puissance du signal utile P, :J’j:Se.é(f) df :ATZ

de facon analogue :
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[l L
N = 1 -
Sof) = Soilf) HOP = > - ﬁE
E_’I_+D]c C
5 HrHE
|.+oo
] . +oo N 1 N
d ou, puissance de bruit P, = (f)df = U df =—=2
+
=~ "Hi H
.. |0SO _ A’RC
en définitive : B0 N,

Exercice VI.3

t
1-y(t)= Jor x(u)du
Essayons de mettsgt) sous la forme d'un produit de convolution. Il s'agit donc de trouver une
fonctionh telle quey(t) = x(t) * h(t) = fmx(u)h(t —u)du.

Par identificatiorh est telle que :

s t-T<u<t

h(t—u) = % :

sinon

s O0<t-u<T
soit  h(t-u)= él) :

sinon
Posond' = t-u

1 s 0<t'<T

h(t)= Ep sinon

g

En définitive la fonction h cherchée est donb(t) = HT% 50

h(t) = 0 pourt<0 le filtre est doncausal
J’_mh(t)dt :J’OTl dt=T le filtre est doncstable

2-8,(f)=S,(f)[H(F)
_A N U
S, ()= T{d(f — o) +o(f +f,)} +70 (cf. corrigé de l'exercice 5)

Calculons Hi(f)|?
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h(t) = HT%_% donc [H(f)| = Tsinc(rfT) et [H(f)} =T?sinc?(rfT)

N, , A’ A 0
S,(f)=T?sinc (nfT)EE+—5(f - f )+—5(f + f )B

ONGT? L, A A
S,(f)= 5 —sinc (nfT)+Tsmc (rfT)a( f - fo)+ZS|nc (rfT)o(f + f,)
2 2

S(f)=

soit en définitive :

2
So T sinc?(7fT) + £-sing? (7 ) f - ) + 2 -sinc? (-7, T f + £,)

2 2

s, (f) = N°2T251nc (nfT)+ATS|nc (7 ,T)o(f - fo)+%sjnc2(nfoT)5(f +1,)

1) =TF[S,(f)]
N 2T 2 (i T) TFHEE{ 6(F = 1) + (1 + fo)}E

TF‘l[s nc’(nifT)| + &

R,(7)=
R, (1) =T LA (1) +
R, (1) =L Ay (1) +

(i T) cos(271f, 7)

APT?
2

212
AZT sinc®(rif,T) cos( 27, 7)

4 - 1er*eméthode :

212
P, =R,(0)= NET + A2T sincz(nfoT)
2ememéthode :

Py =[5, (f)df

N T? + APT? =
P, = J’ “sinc? nfT)df+ sinc®(if,T) Sf—f df + [ £f+f de
4

y

Or d'aprés le théoréme de Parseval :

+oo 2 _ +ooi 2 _1
J’_wsnc (nfT)df —Im_l_ M2 (t)dt = =

_N,T A2T2

doncP, ———sinc?(7f,T)
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Exercice VI.4

10

Le filtre n'est pas causal ch(t) Z0 pourt<0

+00 e 2
D'autre partf_m h(t)dt = 4] %exp%—%@dt =1<+00 donc le filtre est stable.

2 - H(f) = "-h(t) exp(2i rit)dt = +mlexpD L Zimgjt = exp(-726?)
- o PH e

A l'entrée du filtre le signal es(t) = x(t) + b(t)

ot x(t) = Acos(27tf,t) représente la partie utile et b(t) le bruit
(remarquons quegt) est déterministe alors qbg) est aléatoire).
Désignons pas(t) le signal de sortie correspondasft) = e(t) * h(t)
S(t) = [x(t) +b(t)] * h(t) =x(t) * h(t) + b(t)* h(t)
s(t) = y(t) +b(t)

et calculons les puissances respectives de la partig(tititex(t) * h(t) et de la partie brult'(t) =
b(t) * h(t).
P, I Sg,y (f)df
S,(f)=Su(f)H(F)
S.(f)= 'Z{é(f — o) +3(f +f,)}

donc
2

S,(f) =A7exp(—2nf262){6(f — o) +o(f +f,)}

s,(f) :%zexp(—znrozez){a(f — )+ o(f +f,)}

et

de mémeP, = foos).b.(f)df
N, e 2o\ e - Ng 1
soit P, —?Oj_mexp(-zm 0 )df —70 0.2
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A2 9 ’\/E
N 0

3 - Le rapport signal sur bruit es:t: P—y = exp(—2nf0292)
y

Ce rapport est meilleur en BF qu'en HF.

Exercice VI.5

1 - En désignant pdr'(t) le bruit en sortie du filtré'(t) = b(t) * h(t) :J’j:h(r) b(t - 7)dr

b(t) est supposé stationnaire &2ordre donc Bj(t - 7)] = E[b(t)] =M

et E[b (t)] = E[ [ “n(r)bit- r)dr] = [ “h(D)E[b(t - )]dr =M [ n(r)dr

or [ h(r)dr=H(0) =1

donc E[b' (t)] =M

2 - Le signal d'excitatiob(t) est maintenant supposé centré, de fonction d'autocorréRgiin

= % o(7) , donc de DSPByK(f) :% . On cherch&yp(7) la fonction d'autocorrélation du signal

de sortie correspondab((t).
R (1) = TE[ 8, (F)] = TR BH(F ) o= Do TF A )]

N, sin’(mB1) _ N,B
w(1) =22 =0
Rew (1) 2 mBT? 2
La puissancegdu bruit de sortie estpP= Ryp(0) :—NgB .

sinc?(mBr)

+00

- H(f)[ Soo(  )cf

N, = N,B
Py :?Oj-_wAzs(f)df = ;

Py = [ Su(f)of =

Exercice VI.6 Filtre adapté

1 - Le signak(t) est déterministe de méme donc g(ie
oo 2

Donc E[|y(T)|2] = y(T)* = “’_ h(t)x(T - t)dt‘

donc, d'apres l'inégalité de Schwartz :

2 to 2 +oo 2
E[y(mF] = [ (o) L0 st
énergie de x(t) = E,
. . o +o N Ny
La puissance du bruit filtréi(t) = [ S (f)df =[. ?°|H(f)|2df :7‘)]’_00 Ih(t)” dt
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doup<-[ |h |th _2E,
71 Ih)Pdt No

La majoration obtenue est indépendanté(tleet la valeur maximum deest obtenue poun(t) =
A X(T-t)

2 - Dans le cas particulier og(t) =1 % [Ie filtre optimal est:

h(t) = A xt - ;BAHST ;B/\I'IDT D)\I‘I%

Ce filtre est causal et stable donc réalisable.

Exercice VI.7

C

I1- h()—gsmcD2 3

-sinc— (t-T)

pour tout t y(t) = [2ox(u)h(t = u)du
en particulieren T y(T) = [“>x(u)h(T - u)du
2

soit y(T) = TV4] ‘s ncEQTn(T -u- T)Epu = 27\/4] TsmcEQTnuEpu

T)=——1 _sinc (v)dv
y(T) iy i (v)
(1)=2Y m,852
T
12 N
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3.
)<yt J
e déteaion]ng( - (t):2VE1,852§
ng/(t)+b'(t)<;y<t) L
g y(t) = 7 El,852E
:P%'(t)«;y(t) L 0
0 y(t) = 852
:P%’(t)<—%ﬂ,8525

0
B

v O
0,1) < - —— 1,852
0n)<-— g

I
o

(0,0') < ~V852
T

Tz T

I
o

=P[N(0,1) < -1,852]
soit P[non détection] = 0,032

I 1-

Z(t) = x(t) Thy(t) = V2 1.(t) 01, (£) B5(t - T)
=v2ar N\, (t)os(t-T)

dou|z(T)=V?r

2-8,,.(f)= %Vzrzsincz(nf 7) d'ou

NO +o0

0"’ = 7I_MV2 r?sinc?(rrf 7)df

soit, en utilisant le théoréme de Parseval

0" = % [oVAA(t)dt

0.::2 - %VZ T




34 Corrigés des exercices

3-
5 0
P non détection] = PE ! 2 2 A(t) = Vzrg
B <ta :
=Pg z(t) =Vv?rL
5 E
IRLEOREEE0 5
=Pg z(t) =Vv?rd
H
Y VirQ
=P % (t) - 5 d H

= Pékl(o,l)o%g

soit P[non détection] = 0,0132
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Exercice VIII.1
1-
x(t) = 2Bcos( 271 ;t) sinc(27Bt)

X(f) =%[6(f = fo) + 8(f + fo)] OM (1) =%[n25(f ~ fo) + My f + fo)]

A X

4 172

-fo 0 fo f

Les fréquences minimales et maximales de ce signal valent respectivement :
fm=fo-B et fm=fo+ B

Suivant la valeur de la bande de fréquence occlipéd ) et sa position ce signal sera considéré
comme un signal "a bande relativement large" ou, au contraire comme un signal "a bar
relativement étroite".

2B >10 B>%

a)si@>1 Soit S

m 0

le signal est "a bande relativement large" et la fréquence d'échantillonnage minimale est

f,=2f, =2(f, +B) (fréquence de Shannon)

e

b) si@q soit s B<f—?:’

m

le signal est "a bande relativement étroite” et on peut alors enviager des fréquenc
d'échantillonnage plus petites que la fréquence de Shannon.

Ces fréquences doivent étre telles que :
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ifM<fe<gfm avec nUIN etn<f B

n+1 n Vil i

2-B :%fo etfe =%fo : le signal est "a spectre a bande étroite".

fm=gofo et fu=go

5f
On doit avoirn < ﬁ =2 ce qui nous offre 3 choix possibles pour n:
flo _~Yho
6 6
an=0
fo> 21y on retrouve la condition de Shannon.
byn=1

fu<f,<2f, soit %< fe<10f0

c)n=2
fO

E<f <_—0

0301

%fM<fe<fm soit

M L} M — 4 N . oy ’ BN -
Le choix que I'on a faitfe —§fo ) correspond a la possibilité b) c'est a dire n = 1.

A

7 o 7 B ] o
v

7 W7 A | N\ I\

o 2+, o fo -fet fefo fo  2fsfo fetfo f

Pour restituer le signa(t), on utilisera un filtre passe-bande idéal centrdosetrde largeur 2B de

facon a ne conserver que l'ordre 0.
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Exercice VIII.2
[fm - fm] = [8 kHZz,10 kHZz]
fm -fm=2 kHz << 8 kHz il s'agit donc d'un signal "bande étroite".

On peut donc échantillonner ce signal a une fréquigneke que :

ifM<fe<gfm avec nUIN et n< i

n+1 n fu—"fn

.t

Sl [VIES S

n=0 fe > 2\ fe > 20 kHz (condition de Shannon)
n=1 fm <fe< 2y 10 kHz < fg < 16 khz
n=2 S v <fe<fm 6,66 kHz <f. < 8 khz

_ 1 2
n=3 éfM <fe<§fm 5 kHz < fe < 5,33 khz

Exercice VIII.3

+00 +00

1-%(t)= Y X(KT)[],.(t-KTo)= > x(KT)[],.()08(t - KT,)

()= [, (003 x(kT.)3(t-kT.)= [T, OOF x()3(t-kT,)
X(0)=7, (0 Dﬁ((t) ia(t - kTe)Ez M. Oxoc. O ]

d'ou X(f)=T,sinc(nfT,) %((f)[l%ccfe(f) Ez sinc(mf T,) %((f)Dkié(f - kfe)E
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A %0

}
- 1,
\\/ \pl

2 - Le filtre passe-bas de restitution a pour effet de sélectionner uniquement l'ordre zéro

périodisation.

Donc X,(f) = X(f)sinc(mf T,)

C
3 el = () (0 =X0) - X7, 0 =) Dga(t) - 1.0

(il s'agit du terme déX( f) correspondant & k=0)
on en déduitx,(t) = TF Y[ X,(1)]|(1) = x(t)mTi M. ®

On peut donc interpréter e(t) comme étant le filtré de x(t) par un filtre LIT de répons
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impulsionnelleh(t) = &(t) - Ti [, (t) donc de fonction de transfett(f) =1-sinc

4-§,(f)=S,(FH(F) = S, ()[1-2sinc(mf T,) +sinc?(rrf T )|

5 - Si x(t) = Acog(27f , t) S;a(f)=A72[5(f —fu) +o(f +fM)]
d'ot S (f) :%Z[J(f ~fy)+O(f +1,,)[1-2sinc(nf T,) +sinc*(mf T,)]

Soit  S.(f) :%2[6(f ~fy)+o(f +1,)[[1-2sinc(nf,, T.) +sinc(r,, T.)]
On en déduit :

P, =[""S,(f)df = %2[1—25inc(nfMTe) +sinc(nf,, T, )]

(mfT,).
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Exercice XlI.1

Il faut chercher les transformés en z inverseX{is = 5. Pour cela nous pouvons

.z
(z-)(z-2)

utiliser plusieurs méthodes.

A Inversion utilisant la formule des résidus (cf Annexes)

- On détermine tout d'abord les valeurs de k pour lesqué(Bz“™ n'admeipas 0 pour pdle :
ici c'est pour k= 0.

- On détermine les différents disques de convergencdge

A chaque disque correspondra un développement en série de Lauda) é& donc un signal
antécédentx(k) de X(2).

Ici les seuls pdéles non nuls sont : 1 (ordre de multiplicité 1) et 2 (ordre de multiplicité 2).

Il y a donc 3 disques de convergence possibleB, ={0<|4<1 D,={1<|4<2}et
D, ={2<|Z}.

Recherchonx(k) sur chacun de ces 3 domaines :

1.SurD, ={0<|4<1}

1.1 Pour k= 0

0 n'est pas pole d¥(z)z* et I'application de la formule [A2] nous donrgk) = 0.

1.2 Pour k< O

Zk+1

(z-1)(z-2)

-1

0 est pole, de plugX(2)z‘|=

D‘Q%Dm_» 0 , on peut donc appliquer [A3] ce qui

nous conduit & évaluer les résidusXig)z™* en z=1 et z=2.

1 étant pble simple :

0
0 X

Ras(x(z)zk‘l,l):Epl(z_l)(z_z)2 =1
| dz =1

2 étant p6le double :
1 @Y (z-2°X(2)2*

Re#X(Z)Zk_l,Z) = (2 _ 1)] E dZ(Z—l) % =L = 2k_l(k - 2)
' =2

doncx(k) =2*(2-k)-1  pourk<O.

En résumé :

“1(2-k)-1 s k<O
sur D, ={0<|4 <1 x(k)=ﬁ2 (0) :kzo

x(k) est anti - causal
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On montrerait de fagcon analogue que :

sur D, ={1<[7<2} X(k):ézk_l(f_k) :Ezg

x(k) n' est ni causal, ni anti - causal

et que

0 s k<0
D, ={2< XM=, 2105 sks0
x(k) est causal.

B Inversion par décomposition en éléments simples

z 1 2 1
L XA =2 "1 o 22

+

Zi_lz—zmz":—iz‘k sur |4 <1
k=0 =

_— 1;2 = 2k  aur|g<2
2_2 21 :
2 _ dDZ O_

=27 wB-25 k:Z (1-k)2'z* saurjd<2

En résumé, sur le domaife<1:

= i z*(2*(2-k)-1)

sur ce domaineX(z) est donc la TZ delx(k) = ﬁz 0

“Y2-k)-1 s k<0

Cherchonsx(k) sur les autres domaines.
-2

2. X(z)= (z- 1)(Zz —2) (1- z‘l)zl— 2z?)
X(7)= 1—12‘1 * 2(1_122-1)2 ) 2(1—322'1)
1_12_1 . zz‘k sur|2>1

To1- 22‘1 22,2k 5 srid>2

En résumé, sur le domaifg>2 :
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+o00

X@=}% z"‘(2"‘1(k -2) +1)

k=0
0 s k<0
et sur ce domainX(z) est donc la TZ dex(k) = @k—l(k “2)+1 sk>0
3. Etudions le probléme sur le domaie|Z < 2
z 1 2 1 z* 2 1
X(z) = = + - = + -
) (z-1)(z-2)* z-1 (z-2° z-2 1-z* (z-2)® z-2

Z—l +00 +00
— = z‘lg 7" = Zz‘k sur|z>1
1_ Z =0 =1

Donc sur le disqué<|Z<2 :

+00

X(@)= 3 742 (2-K)+ 57

k=—00

k-1(~ _ :
et sur ce domain&(z) est donc la TZ dex(k) (2-k) sks0

11
TN

1 ssk>0
Exercice XlI.2
1. Fonction porte de largeur N
_ 1 DkD{O,N—l}
k)= k i.e. k) =
0. = .0 %09 gnon
sinTiNf - -
f — eITI(N l)f
g1(k) A IGO0
Al
1
4 2 o012 4 oo 0 01 02 o054

2. Fonction triangle de largeur N+2

g2 g e NAE
gz(k):D N+1 2

Eb sinon

Posonsc(k) =M., (k+ P) OM,p,,(k + P)
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C(k) = Z I_I2P+1(j + P) DI_|2P+1(k - J + P)

j=—o

OrMy,,(j+P)=1< 0<j+P<2P « -P<j<P

+P

C(k) = Z Mopa (k_j + P)

=P

Effectuons le changement d’indite= k- j + P.

k+2P

I_|2P+1 (l ) = ; I—|2P+l (l)

cl)= 3
1fkw2p
-Sik+2P<0i.e. k<-2PC(k)=0

-SiO<k+2P<2P i.ee—-2P<k<O0Oalors C(k) =k + 2P + 1.
-Si0<k<2P alors C(k) =2P - k + 1.

- Si k > 2P alors C(k) = O.

Soit finalement :

N+1 2|k|
Pour k| < onag,(k)=1-——
K Go(k) =1-70
Soit pour N = 4P+1 :
lkl<2P+1 ona g,(k)=1- 24 =1- K

4P+2 ~ 2P+1
- (2P +1) g,(k) =2P +1-|k| = C(k)

1
Donc g,(k) = T C(k)

Soit G,(f) = %ﬂ TF{C(k)}



44 Corrigés des exercices

TF{C(k)} = TF{I_IZP+1 (k+P)ON,,, (k+ P)}

TR{C(K)} = (TF{ M (< + P )
or TF{ M., (k+ P)} = €™ TF{N,.., (K}

TF{”2p+1 (k+ P)} — NP orin(N-1)f sin M Nf — @Nl2pP-N+1] sin M Nf

sin If sin MNf
1 [Enn NfO
O G,(f)=
()= 251 Hann 1 0
PourN=5=4.1 (P=1)
9x(K)
o |G,
5
o
!
7321012345 0 01 0.25 05
3 - Fenétre de Hamming
2Mk N-1
+(1-a) cos k<
(k)= + (- 0os= T K=
H 0 sinon

N=2P+1 |K<P

(1_ a) |:| 2Nk —i2|'|k|:D

gN +te N %HZPH(k-'_P)

N

G3(f) = g P Gl(f) +1_Ta [Gl(f) eszp]f_; +1_Ta [Gl(f) ezian]H;
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0. _10 0, 10
nf[zp zp] Snan 1_a SnnNDf ND 1 snnNDf+ND

—8%42 n 2 0 10 2 0. 10
144142424_5 sinmn S - snns+ L

14454 N5 144924 N3

w510 w512
2Mk
k)=a+(1-a)cos k<P
g:(K) ( ) P+1 K]
ReprésentationP=6  (N=13) a :%
IG(D)
9s(k)
st
1
n
8 6 4 2 0 2 4 6 8 0 01 02 03 04 05

Exercice XI.3

Si on restreint X(f) é{—B‘, B'], on peut périodiser cette restriction en choisissant 2B’ pour
période. Ainsi, on peut calculer le développement en série de Fourier de X(f) E{)uB‘, B'].

2infk

Si f O[-B,B] Z G e?®

Calcul les ceefficient€,

1 B =2iMkf 1 12 —2iMkf
Ch=— [ X(f)e 28 df=— [ X(f)e 28 df
2B & 2B i),

(car X(f) =0 pour B‘p|f|p%)
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SiB s% on peut choisiB :% (si le spectre est continu)

—>i22
2B
DemémesBsi B':1 DL:B
203 6 2B
Plus généralement :
SiBs-L 0 B=—+ O ~=p
2.P 2P 2B

P=>2

Sous cette hypothé#’ = 2_1PE le coefficientC, peut s’exprimer simplement a partir du signal a

temps discret. En effet :
1/2

q:PJxUﬁﬁW”m
-1/2

C, = P.{lecoefficient de Fourier au développement de X(f)} = P. x(~kP)
Car X(f) = Z x(k) €217 = Z x(—k) e
Donc C, = P x(~kP)

Soit X(f)= fpx(—kp) " sur[-B, B]
K==

= ZPx(kP)e‘Z‘r”‘F’f ard L LC

H 2P’ 2PE
1/2 1/2 .
or x(-k)== IX e?™df O x(k)= IX(f)ez'”"f df
_1/2 -1/2
Et I'expression précédente de X(f) n’étant valable que s 1C
2P’ 2PE

Epour—p|f|<— X(f)= OE on déduit :

ZP +00
x(k) = I > Px(IP)e™™ ™ df

1T A M2448

2P X(f)

1
- > 2iMf (k-1P)

X(K)=P § x(IP) [ """ df
(k) 2 |

2P
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+eo 1 Lin gﬂg -in Bk" PB[
x(K)=P ¥ x(IP) =——— P - P
(k) lzz_m( )2in(k—|P)Be -
. [(K-=1P[
snl=———
e Op 0O & . [K—-IPC
x(k) P|=_wx(|P)—|—|Ek‘|PD —Plzzmx(IP)smcI'ID—P -
U p 0O

On peut donc retrouver x(k) a partir du sous-échantillon x(kP).
Valeur maximale de P :

P <-> plus grand entier tel qug< 2_1P

P = plus grand entieg% > P donc la partie entiere dé%

2. Interprétation

Si on considere que x(k) correspond a une suite d’échantillon de x(t) (signal analogique) a
fréequence d’échantillonnage fe, on sait qu’alors la transformée de Fourier de x(k) corresponc
un facteur prés) a la périodisation de la transformée de Fourier de x(t) (autour de fe). Ce
périodisation correspond au spectre du signal échantillonné. De plus, si la fréquen
d’échantillonnage fe vérifiéef 2fyax 0U fyax €St la borne supérieure du supportdgs(f),

alors il n’y a pas recouvrement des spectres de différents ordres.

Sous ces hypothéses (absence de recouvrement), la partie de X(f) située autour de O corresp:
I'ordre O (spectre du signal a continu).

La configuration décrite au 1 signifie :

fmax pfze i.e. fef 4fyax

(en prenant P = 2).

Une fréquence d’échantillonnage def\g,yx aurait été suffisante pour reconstituer le signal
analogique x(t) d’origine. C’est ce qui explique que la moitié des échantillons effectivemet
prélevés était nécessaire.

Exercice X.1

D'apres le théoréme de Shannon, il fut 2B.
Cox(t) O_ . :

TF =2irf X(f) doncH(f)=2inf.
B g 2] donen()
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Le filtre numérique de fonction de transfehl(f) =2inf a une réponse impulsionnellgk)
donnée par la TF inverse d¢(f) :

h(K) = J'i/ 2i rf €7 if

-D)"
B sk#0
Soit h(k)=g K
% 0 sk=0
- h()
3
0.5
5 4 2 0o 2 4 6
-0.5]
AT

Pour approcheh(k)par un RIF d'ordre 4, on doit tout d'abord sélectionner 5 valeurs les plu:
"significatives" deh(k) (ici les valeurs den(k) pour k| < 2) puis translater ces valeurs dans le

temps pour que le filtre soit causal (il faut ici décaler les valeurs de 2 unités vers la droite).Ci

nous donne :

h'(O):—% h®)=1 h(2)=0 H(3)=-1 h'(4):%eth'(k):o sinon

En prenant uneshétre rectangulairede longueur 5, la réponse impulsionnelle est en définitive

.n(k) = —%5(k) +5(k—1) - 5(k - 3) +%5(k - 4)

La fonction de transfert en z est donc égale a :

1 . 1
H(z2)=-=+z2'-23%+=7*

Soit H,(2) = —%2"4(2—1)3(z+1)

On obtient alors la fonction de transfert en f en remplaggat €™ ce qui nous donne en
définitive [H,( )| = 8|sin®(rif )| jcos( )
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] H
hy(K) | [H(F)] P
//,
1] - <21
0.5 2[
4 2 0 2 4 6 e
! 1l ‘7
0.5 e
L
1l P

En prenant unéenétre triangulaire comportant 5 valeurs non nulles et centrée sur k = 2, on
obtient de fagon analogue :

hy(K) = —éé(k)+§6(k—1)—%5(k—3)+%5(k—4)

H,(2) = —éz‘4(z—1)(z+1)(z— 2+ \/§)(z— 2 —\@)

(1) = 2 snart ) cos(2rt) -2

1 9k

[H2(7)]
0.5 -

-0.5

Enfin avec undenétre de Hammingcausale, on obtient :

hy (k) = -2 02955 5(K) +0.65455(k - 1) - 0.65455(k — 3) + 2 02955 5(k-4)

H,(z) = -0.047 z*(z-1)(z+2)(z- 0.073)(z + 13.633)

H,(f)| = 4(0.047) |cos( nif ) sin(rif )| [cos(2if ) = 0.073 +isin(27 )| [cos(27f ) - 13.633 +i sin(271f )|
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0.8 [ hy(k) [Hs(P)I
3 e
0.4 oot
2 ,/’/
2 1 0 1 2 3 4 5 6 Pl
1 e
-0.4
-0.8 0 01 02 03 04 05
Exercice X.2
_(z-N) (z— Nl)
1. H(2) = —
(z-R)(z-R
T2
Nl
X
P1
Il
0
xP2
n
lees N,
1 N2 i
R=2+i)="2e"
2 2

Comme le degré du numérateur de H(z) est plus petit ou égal (ici égal) au degré du dénomina

de H(z), on en conclut qu’il existe ungponse h(kjdont H(z) est la transformée encausalea
condition de prendre pour H(z) le domaine de convergerred(z| |} .

Sous cette condition (existence de la réponse h(k) causale), on en déduit que le filtre don
réponse impulsionnelle est h(k) est agsablecar les p()lef(Pl , I51) sont situés a l'intérieur du

cercle unité.

2. Tracé deH(f)|
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IHE)I

0 01 02 03 04 05
. . 1 . 1 . . Ls
On obtient “un maximum” pouf = 3 et un zéro pouf = s En fait, le “maximum” est atténué a

cause de la proximité du zéro.

3. Calcul de h(k)
On va décomposer H(z) en éléments simples.
z —(N1+ Nl) Z+N, N, Z2-z+1

MR R)2eRA

7 -7+t
2

SoitH(z)=1++— 1 =141 1

P 2 (z-PR)(z-R)
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Ora= 1 - ! _— =-i
R-R 20m(R) 51
Donc 3 = +i
(P)kl Dlﬂ '(k 1)% 0 (ﬁ)k—l_Did(_le—i(k—l)g
' 0y20 1 T Oy20
1070 Qikny -0 0
H,(2) = —i 0 e -e ire
@)=y ~it5n 08 s

o1 107, . n o1 o

_ L 110 k-
H,(2)=1- glz 6720 2i sin(k 1)4—+2gl 0720 sin(k 1)42

H(z) =1+ g%g(_lsin(k—l)%z"‘

h(k) = &(k) - Dlzg“ n(k—l)%u(k—l)

On obtient une période sur les valeurs prisessipe(k — 1) E.

Si k-1=8p - k=8p+l sin(k—l)%:o
k-1=8p+1 < k=8p+2 sin(k—l)%:%
k-1=8p+2 = k=8p+3 sin(k- 1)% 1
k-1=8p+3 < k=8p+4 dn(k- 1)%:%
k-1=8p+4 = k=8p+5 sin(k—l)%:O
k-1=8p+5 < k=8p+6 sin(k- 1)%: %
k-1=8p+6 = k=8p+7 sin(k- 1)%: -1
k-1=8p+7 - k=8p+1) sin(k- 1)%: 2

Cette période de 8 posin (k —1)% se traduit par une “pseudo-période” sur h(k) de 8.
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h(k)
1
0.5
5 5 10 15 20
0.5
4. Schéma de réalisation
2 _ _ 2 -2
H(2) = z z+i _ 1-z +1z _Y(®@
Z-z+> 1-7'+272 X
2 2
On en déduit :
Y(2) -7 Y(2) +% 72 Y(2) =X(2) - 2% X(2) + 27 (X(2))
-1
L (T.2)™ L(T.2)
y(k) - y(k-1) +% y(k=2) = x(k) = x(k=1) + x(k = 2)
X(K) z1 71 1
- »Ci | o YK
z1
(© e




